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Общая характеристика работы

Актуальность темы диссертации. В последнее время активной темой исследо­
ваний стала физика двумерных дираковских материалов, таких как графен [1] и дихалько­
гениды переходных металлов (ДПМ) [2]. О существовании этих соединений было известно
с начала XX в., но некоторые из двумерных материалов были лишь недавно (в двух­
тысячных годах) получены в результате экспериментов в образцах достаточно хорошего
качества, и в них стали изучать новые электрические, оптические и электрооптические
эффекты, такие как долинный эффект Холла [3]. А за получение монослоя графена была
присуждена Нобелевская премия по физике в 2010 году А. Гейму и К. Новосёлову [4, 5].

Кроме того, относительно недавно были созданы гетероструктуры, в которых вме­
сто обычных полупроводников, таких как кремний (Si) или арсенид галлия (GaAs) и дру­
гие твёрдые растворы на его основе (например, соединение галлия с алюминием, индием и
мышьяком GaAlInAs), выступают монослои новых двумерных материалов [6], такие как,
например, дисульфид молибдена MoS2. Было показано, что электроны в ДПМ обладают
достаточно высокой подвижностью, и на их основе можно создавать транзисторы, про­
зрачные тонкие плёнки, а также различные логические элементы. В таких структурах
появилась возможность изучать не только двумерный электронный газ, но и эффекты
кулоновского взаимодействия между носителями заряда. Так притяжение электронов и
дырок приводит к образованию квазичастиц – экситонов, которые представляют собой
Бозе-частицы (бозоны), и они остаются стабильными вплоть до комнатной температуры,
обычно при не слишком высоких концентрациях носителей заряда в образце. Появился ряд
работ, посвящённых бозонному транспорту в ДПМ, в том числе установлению дальнего
порядка и явлению сверхтекучести. Было описано и сверхпроводящее спаривание электро­
нов посредством акустических фононов и формирование сверхпроводящего конденсата.
Если же система облучается внешним электромагнитным полем с оптической частотой, в
случае достаточно сильного взаимодействия материальных возбуждений и света возника­
ют новые квазичастицы, например, экситон-поляритоны [7], которые обладают широким
спектром использования в различных приложениях [8]. Как было показано, экситон-поля­
ритоны в ДПМ приобретают новые свойства по сравнению с традиционными полупро­
водниками. Фундаментальные механизмы их поведения в ДПМ остаются неизученными.
Таким образом, транспортные свойства электронов, экситонов и экситон-поляритонов в
ДПМ и учёт возможных фазовых переходов в состояние сверхтекучести, сверхпроводи­
мости или Бозе-конденсата, а также возникновение новых микроскопических механизмов
сверхпроводимости, являются активным направлением современных исследований. Всё
это определяет актуальность темы диссертации.

В трёхмерных системах бозоны претерпевают переход в состояние бозе-эйнштей­
новской конденсации при некоторой критической температуре. В состоянии конденсата
в системе проявляются новые физические свойства, представляющие чрезвычайный фун­
даментальный интерес и расширяющие возможности применения бозе-конденсированных
систем. В двумерных системах не может быть бозе-эйнштейновской конденсации в класси­

3



ческом (первоначальном) смысле этого слова [9]. Кроме того, и экситоны, и экситон-поля­
ритоны имеют конечное время жизни, и потому они могут формировать квазиконденсат,
для поддержания которого необходима постоянная электрическая или оптическая накачка
системы [10]. Как будет показано ниже, бозонные конденсаты в двумерных системах на ос­
нове новых дираковских материалов демонстрируют неожиданные физические свойства.
Обычно конденсация экситонов происходит при очень низкой температуре ввиду их боль­
шой эффективной массы. Однако всего год назад был впервые экспериментально получен
конденсат экситонов в ДПМ [11] при значительно более высокой температуре, что явля­
ется дополнительной мотивацией для дальнейшего теоретического и экспериментального
исследования двумерных дираковских материалов.

Данная диссертационная работа посвящена теоретическому исследованию эффек­
тов взаимодействия двумерных гибридных бозе-фермиевских твердотельных систем со све­
том. Физические явления, изучаемые в этих системах, лежат на пересечении сразу несколь­
ких активных направлений экспериментальных и теоретических исследований, таких как
электрический транспорт и сверхпроводимость в графене и новых двумерных дираков­
ские материалах, эффекты слабого и сильного взаимодействия света и вещества, фазовые
переходы в низкоразмерных системах, такие как бозе-эйнштейновская квази-конденсация
и сверхпроводимость, топологические эффекты в наноструктурах. Широкий спектр по­
тенциальных применений результатов диссертации определяет её актуальность.

Целью диссертационной работы является построение теории фотоэлектрического
транспорта двумерного электронного и экситонного газов в нормальном и сверхпроводя­
щем (сверхтекучем) состоянии и описание их взаимодействия в гибридных бозе-фермиев­
ских системах на основе новых двумерных дираковских полупроводниковых материалов
и графена.

Для достижения поставленной цели необходимо было решить следующие задачи:
1. Разработать микроскопическую теорию продольного транспорта в двумерных

полупроводниках на основе дихалькогенидов переходных металлов под действи­
ем сильного электромагнитного поля накачки, в частности, исследовать фото­
гальванический эффект. Разработать микроскопическую теорию поперечного
транспорта в этих материалах, в частности, исследовать фотоиндуцированный
долинный эффект Холла, основываясь на неравновесной диаграммной технике
Келдыша, и проанализировать механизмы рассеяния электронов на примесях
в неравновесных условиях.

2. Разработать теорию эффекта фотонного увлечения в двумерных экситонных
системах под действием внешнего электромагнитного поля. Отдельно рассмот­
реть случай, когда экситоны находятся в состоянии бозе-эйнштейновского кон­
денсата. Разработать микроскопическую теорию фотоиндуцированного кван­
тового долинного эффекта Холла в системе двумерных непрямых экситонов.
Установить зависимость экситонного тока от частоты внешнего электромагнит­
ного поля. Определить фотоиндуцированный электрический ток, который мо­
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жет возникнуть в системе, содержащей конденсат Бозе–Эйнштейна экситонов,
подвергнутых воздействию внешнего электромагнитного поля с частотой, пре­
вышающей потенциал ионизации экситона.

3. Разработать микроскопическую теорию парамагнитного резонанса в спин-поля­
ризованном поляритонном или экситонном газе в микрорезонаторах с беспо­
рядком. Найти псевдоспиновую восприимчивость системы с учётом продольно­
поперечного расщепления. Исследовать зависимость ширины парамагнитного
резонанса от интенсивности рассеяния экситонов и поляритонов на примесных
центрах. Исследовать когерентные свойства экситон-поляритонных конденса­
тов. Для этого разработать микроскопическую теорию квантовых траекторий
применительно к экситон-поляритонам в плоских микрорезонаторах. Исследо­
вать влияние оптического конфайнмента на поведение функции временной ко­
герентности второго порядка в режиме поляритонной квази-конденсации. Про­
анализировать соответствие теории экспериментальным данным.

4. Разработать модель магнитоплазменного резонанса в гибридной системе, со­
стоящей из взаимодействующих электронного газа и газа дипольных эксито­
нов. Изучить роль кулоновского взаимодействия в такой системе. Исследовать
спектр коэффициента поглощения системы. Построить теорию магнетоплазмен­
ного резонанса в двумерных материалах в окрестности температуры перехода в
сверхпроводящее состояние, где сверхпроводящие флуктуации могут быть опи­
саны теорией Асламазова–Ларкина. Используя кинетические уравнения Больц­
мана, изучить кинетику флуктуаций с учётом взаимодействия между куперов­
скими парами и нормальными электронами в рамках приближения случайных
фаз. Посчитать ток увлечения флуктуирующих куперовских пар.

5. Построить теорию транспорта электронов, взаимодействующих с двумерным
бозе-конденсированным газом дипольных экситонов посредством кулоновско­
го взаимодействия. Используя подход Блоха-Грэнайзена, посчитать сопротив­
ление системы (для случаев однобоголонного и двухбоголонного рассеяния).
Определить доминирующий механизм рассеяния в таких гибридных системах.
Изучить явление захвата электронов притягивающим кулоновским примесным
центром, заключённым в гибридную систему. Рассчитать вероятность захвата
электрона, сопровождаемого испусканием одного боголона и пары боголонов,
выяснить, какие процессы дают более значительный вклад.

6. Развить теорию сверхпроводящего спаривания электронов с участием боголо­
нов в рамках модели БКШ (режим слабой связи) и рассчитать критическую
температуру сверхпроводящего перехода в графене и дихалькогенидах переход­
ных металлов. Развить теорию спаривания электронов с участием боголонов в
рамках модели Элиашберга (режим сильной связи) в той же системе. Сравнить
результаты, полученные в режимах слабой и сильной связи. Выяснить домини­
рующий механизм свехпроводимости.
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Основные положения, выносимые на защиту:
1. Взаимодействие электронов со светом в монослое дихалькогенидов переходных

металлов в режиме сильной связи приводит к возникновению динамической
щели в спектре носителей заряда и к пороговому поведению плотности фото­
гальванического электрического тока как функции частоты внешнего электро­
магнитного поля ввиду перенормировки плотности состояний и скорости ква­
зичастиц.

2. Вклад, обусловленный фазой Берри, в баллистических двумерных электронных
системах при межзонной фотогенерации носителей заряда является доминиру­
ющим в образовании холловской компоненты долинного электрического тока.
В образцах с беспорядком главный вклад в долинную холловскую фотопроводи­
мость определяется асимметричным примесным рассеянием носителей заряда.
При этом вклады сдвигового примесного рассеяния и аномальной скорости (фа­
за Берри) взаимно компенсируются.

3. В нецентросимметричных двумерных материалах в присутствии квази-конден­
сата Бозе–Эйнштейна непрямых экситонов, холловский ток (поток) экситонов
демонстрирует ступенчатое поведение как функция частоты внешнего электро­
магнитного поля.

4. Ток увлечения экситонов в присутствии конденсированной фазы также демон­
стрирует ступенчатое поведение. Разработанная теория применима к бозонам,
которые обладают внутренними степенями свободы.

5. В гибридных твердотельных системах электронный газ – экситонный конден­
сат возникает новый механизм сверхпроводимости, основанный на куперовском
спаривании электронов за счёт обмена парами боголюбовских возбуждений (бо­
голонов) конденсата; это справедливо как для гибридных систем с электронным
газом в полупроводнике, так и в графене. Зависимость сверхпроводящей щели
от температуры является немонотонной, в отличие от фононной сверхпроводи­
мости в рамках модели БКШ.

6. В двумерных системах в окрестности температуры перехода в сверхпроводящее
состояние возникает новый механизм затухания плазменного и магнитоплаз­
менного резонансов вследствие взаимодействия плазменных мод с флуктуаци­
онными куперовскими парами. Ширина резонанса может увеличиваться при
приближении температуры к температуре сверхпроводящего перехода.

Научная новизна работы:
1. Разработана микроскопическая квантовая теория фотоиндуцированного долин­

ного эффекта Холла в двумерных дираковских материалах.
2. Построена теория эффекта фотонного увлечения непрямых экситонов как в

нормальной фазе, так и в состоянии бозе-эйнштейновского квазиконденсата.
3. Развита теория квантового аномального эффекта Холла в бозонных системах,

в том числе в режиме бозе-эйнштейновской конденсации.
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4. Построена основанная на методе квантовых скачков микроскопическая теория,
описывающая функцию временной когерентности второго порядка в экситон­
поляритонных системах.

5. Предложен и теоретически обоснован механизм сверхпроводимости вследствие
двухбоголонного спаривания электронов в гибридных твердотельных бозе-фер­
миевских системах электронный газ – газ непрямых экситонов. Теория развита
для режимов слабой (режим БКШ) и сильной (подход Элиашберга) связи.

6. Разработана теория плазменного и магнитоплазменного резонансов в флукту­
ирующих сверхпроводниках и гибридных системах нормальный электронный
газ – бозе-эйнштейновский конденсат.

Практическая значимость работы. Совокупность полученных в рамках дис­
сертационной работы научных результатов и выводов можно квалифицировать как на­
учное достижение в области физики конденсированного состояния, связанное с кинети­
ческими явлениями и эффектами в двумерных электронных, экситонных и гибридных
бозе-фермиевских системах, а также с оптическими эффектами в наноструктурах. По­
лученные результаты имеют фундаментальное и прикладное значение и представляют
существенный вклад в физику конденсированного состояния, поскольку:

1. Разработанная микроскопическая теория фотоиндуцированного долинного эф­
фекта Холла в двумерных дираковских материалах позволяет объяснить прин­
цип работы оптического транзистора, недавно полученного в результате экспе­
римента [12].

2. Разработанные теории фотоиндуцированного квантового долинного эффекта
Холла и эффекта фотонного увлечения в экситонных системах в присутствии
бозе-эйнштейновского конденсата позволяют моделировать новые логические
устройства, поскольку, как было показано, отклик системы квантуется. Разви­
тая теория фотоиндуцированного электрического тока позволяет идентифици­
ровать наличие конденсатной фазы в системе, измеряя электрический ток, ко­
гда образец освещается светом с частотой, превышающей потенциал ионизации
экситона.

3. Разработана микроскопическая теория квантовых траекторий применительно
к экситон-поляритонам в плоских микрорезонаторах. Эта теория позволяет ис­
следовать свойства излучения когерентных источников света и обнаруживать
переход от термической к когерентной статистике.

4. Построена теория магнитоплазменного резонанса в гибридной системе, состо­
ящей из взаимодействующих электронного газа и газа дипольных экситонов.
Развита теория плазменного и магнитоплазменного резонансов в двумерных
материалах в окрестности температуры перехода в сверхпроводящее состояние,
где сверхпроводящие флуктуации играют роль. Полученные результаты откры­
вают возможности экспериментального изучения сверхпроводящих свойств низ­
коразмерных материалов с помощью методов плазменной и магнетоплазменной
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спектроскопии посредством анализа поведения ширины соответствующего ре­
зонанса при приближении температуры к критической температуре сверхпро­
водящего перехода в системе.

5. Предложен и теоретически обоснован механизм спаривания электронов с уча­
стием боголюбовских квазичастиц для электронов с квадратичной (мономоле­
кулярные слои дихалькогенидов переходных металлов) и релятивистской (гра­
фен) дисперсией. В последнем случае возможен переход мономолекулярного
слоя графена в сверхпроводящее состояние с относительно высокой критиче­
ской температурой.

Достоверность результатов обосновывается использованием адекватных теоре­
тических моделей и математических методов теоретической физики, уже опробованных
на других физических системах. Полученные результаты находятся в согласии с резуль­
татами, полученными другими авторами.

Апробация работы. Научные результаты, изложенные в диссертационной рабо­
те, представлялись на многочисленных международных и российских научных конферен­
циях в период 2014-2021 гг., в том числе:

1. Международной конференции “Физика взаимодействия света и вещества в на­
ноструктурах” (“Physics of light-matter coupling in nanostructures”) – Москва,
Россия, 2019.

2. Совещании по физике полупроводников – Санкт-Петербург, Россия, 2019.
3. Международном конгрессе “Вейловские фермионы в физике конденсированных

сред” (“Weyl Fermions in Condensed-Matter”) – Натал, Бразилия, 2019.
4. Международной конференции Метанано 2018 (“Metanano 2018”) – Сочи, Россия,

2018.
5. Международной конференции Тераметанано-3 (“Terametanano-3”) – Ушмаль,

Мексика, 2018.
6. Международной конференции “Физика взаимодействия света и вещества в на­

ноструктурах” (“Physics of light-matter coupling in nanostructures”) – Вюрцбург,
Германия, 2017.

Результаты исследований также обсуждались на семинарах Центра теоретической
физики комплексных систем (Тэджон, Южная Корея), отделения теоретической физики
ФИАН им. П.Н. Лебедева (Москва), Института точной механики и оптики (Санкт-Петер­
бург), НГТУ (Новосибирск), ИФП СО РАН (Новосибирск).

Личный вклад автора. Диссертационная работа является многолетним итогом
работы автора (с 2014 г.) в Институте физики полупроводников им. А. В. Ржанова (ИФП,
Новосибирск, Россия) и в Институте фундаментальных наук (IBS, Тэджон, Южная Ко­
рея). По теме диссертации опубликованы 24 научные статьи в ведущих российских и меж­
дународных журналах самого высокого уровня. Общая постановка задач исследований,
выбор математических моделей и подходов, использованных в работах автора, обобщение
результатов, формулировка защищаемых положений и выводов диссертации принадлежат
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лично автору. Автор лично проводил вычисления, при непосредственном участии автора
проводилась подготовка докладов и публикаций. Исследования и подготовка статей про­
изводились совместно с соавторами; при этом вклад диссертанта был определяющим.

Содержание работы

Во введении обосновывается актуальность исследований, проводимых в рамках
данной диссертационной работы, формулируется цель, ставятся задачи работы, приводят­
ся основные положения, выносимые на защиту, а также научная новизна и практическая
значимость работы и личный вклад автора.

В первой главе приводится обзор научной литературы по изучаемой проблеме,
поднимаются такие темы как эффект фотонного увлечения в двумерных (2D) электрон­
ных системах и продольный и поперечный транспорт экситонов в гетероструктурах и
дираковских материалах. Вводятся такие понятия как экситон-поляритоны (ЭП) в полу­
проводниковых микрорезонаторах, гибридные бозе-фермиевских системы, а также опи­
сывается сверхпроводимость в бозе-фермиевских системах в режимах слабой и сильной
связи и взаимодействие сверхпроводников с внешними электромагнитными (ЭМ) полями.

Вторая глава посвящена исследованию фотоиндуцированного долинного транс­
порта электронов в 2D материалах, таких как дихалькогениды переходных металлов
(ДПМ).

В разделе 2.1 обсуждается фотогальванический эффект в монослое ДПМ под воз­
действием двух ЭМ полей [рис. 1(a)]. Для возникновения эффекта, в гамильтониане учиты­
вались поправки к дисперсии электронов, возникающие за счёт тригональной гофрировки
долин в соответствующих зонах [рис. 1(b)]. Первое ЭМ поле A(𝑡) циркулярно поляризова­
но (с поляризацией 𝜎 = ±1), оно играет роль накачки (одной из долин 𝜂 = ±1) и вводится
непертурбативным образом. Квадрат межзонного матричного элемента |
𝑅|2 ∼ |1 + 𝜂𝜎|2𝐼,
где 𝐼 –интенсивность ЭМ поля, отражает долинную селективность [рис. 1(c)]. Как видно
из рисунка, поле накачки не только приводит к заселению долины, но и открывает дина­
мическую щель 2|
𝑅| в квазичастичной дисперсии. Второе поле, 𝒜(𝑡), – слабое и линейно
поляризованное (его также часто называют “пробным”), поэтому в расчётах использова­
лась теорию отклика второго порядка. Это поле приводит к внутризонным переходам, в
результате чего возникает фотогальванический ток.

Оператор плотности тока находится из соотношения 𝑗𝛼 = 𝑖 Sp
[︁
𝑗̂𝛼𝐺<(𝑡,𝑡)

]︁
,

где 𝐺<(𝑡,𝑡′) – келдышевская функция Грина (также в дальнейшем будут использо­
ваться запаздывающая и опережающая функции Грина, 𝐺𝑅(𝑡,𝑡′) и 𝐺𝐴(𝑡,𝑡′) [13]. На
рис. 1(d) показана диаграмма Фейнмана, которая описывает плотность тока, 𝑗𝛼(𝑡) =∫︀

𝒞 𝑑𝑡′ ∫︀
𝒞 𝑑𝑡′′𝜒𝛼𝛽𝛾(𝑡,𝑡′,𝑡′′)𝒜𝛽(𝑡′)𝒜𝛾(𝑡′′), где 𝒞 – келдышевский контур, а 𝜒𝛼𝛽𝛾 – фотогальва­

нический тензор. Анализ показывает, что 𝜒𝑦𝑥𝑦(𝜔) = 𝜒𝑦𝑦𝑥(𝜔) = 𝜒𝑥𝑦𝑦(𝜔) = −𝜒𝑥𝑥𝑥(𝜔) ̸= 0,
что позволяет находить все компоненты тензора, вычисляя только одну из них, например,
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Рис. 1 — (а) Схематическое изображение системы: монослой ДПМ подвергается воздей­
ствию ЭМ поля накачки и слабому “пробному” полю. (b) Первая зона Бриллюэна решётки.
(c) K и K′ долины под действием циркулярно-поляризованного поля накачки с частотой 𝜔;
2|
𝑅| – это внутризонные щели. (d) Диаграмма Фейнмана, показывающая метод расчёта
составляющих 𝑗𝛼 тока ФГЭ.

𝜒𝑥𝑥𝑥(𝜔),

𝜒𝑥𝑥𝑥(𝜁) = 𝜒0

√︀
𝜁2 − 1

𝜁2
𝜃[𝜁2 − 1], 𝜁 =

~


2|
𝑅| , 𝜒0 = 3𝜂

(︂
𝐶𝑐 + 𝐶𝑣

2

)︂
𝑒𝑚2

𝑒|
𝑅|𝜏
2~6

(︂
𝑒𝑝0

2𝑚𝑒𝑐

)︂2

, (1)

где 𝜏 – феноменологическое время внутризонной релаксации электронов, 𝑝0 =√︀
𝑚𝑒(𝜔 − �𝑔), �𝑔 – ширина запрещённой зоны. Видно, что ток пропорционален парамет­

ру 𝜂|
𝑅| ∝ 𝜂|1 + 𝜂𝜎|, который определяет чувствительность тока к квантовому номеру
долины, поляризации ЭМ поля накачки и множителю |
𝑅|𝜏 ≫ 1. Ток можно оценить
так: 𝑗0 ∼ 2.5 × 10−6 A/см. На рис. 2 показан спектр 𝜒𝑥𝑥𝑥(𝜁). Качественное объяснение
такой зависимости заключается в перенормировке плотности состояний вблизи динамиче­
ски-индуцированной щели.

В разделе 2.2 развита теория фотоиндуцированного долинного эффекта Холла
в баллистических образцах на основе ДПМ. Исследуется долинный холловский транс­
порт “одетых” фотонами квазичастиц (ОФК) под действием циркулярно-поляризованно­
го света A(𝑡) с частотой 𝜔 (см. рис. 3). Система может быть описана гамильтонианом
ℋ = Δ𝑔

2
𝜎̂𝑧 + v̂ · p̂− 1

2
𝜆so𝑠𝜂(𝜎̂𝑧 −1)+(𝑒/𝑐)v̂ ·A(𝑡), где p̂ и v̂ = (v̂𝑥,v̂𝑦) = v0(𝜂𝜎̂𝑥,𝜎̂𝑦) – импульс и

одночастичный оператор скорости, соответственно, 𝑠 = ±1 – спин электрона. Матрицы Па­
ули 𝜎̂𝑥,𝑦,𝑧 описывают псевдоспиновую степень свободы. Также учтено и спин-орбитальное
взаимодействие 𝜆𝑠𝑜.
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Рис. 2 — Нормированный спектр фотогальванического тензора в окрестности порога. Ис­
пользовались типичные для MoS2 параметры: �𝑔 = 1.66 эВ, 𝑚𝑒 = 0.5 𝑚0, 𝐶𝑐 = −3.4 эВ𝐴3,
𝐶𝑣 = 6 эВ𝐴3, 𝐸0 = 10 В/см, 
 ≈ 2|
𝑅|, 
𝑅𝜏/~ = 10, 𝜏 ∼ 10−11 с, и 𝜔 = 1.7 эВ.

Далее вводится квазиэнергетический спектр, полученный преобразованием пол­
ного гамильтониана ℋ во вращающуюся систему отсчёта, пренебрегая всеми члена­
ми, осциллирующими на частотах 2𝜔 в приближении вращающихся волн, 𝜀1,2(p) =

±
√︁(︀

|𝐸𝑠𝜂(𝑝)| − ~𝜔
2

)︀2
+ |
𝜂

𝑅(p)|2, где 𝐸𝑠𝜂(𝑝) – энергия частицы. Очевидно, накачка вызывает
межзонные переходы с зависящей от импульса и долины частотой Раби, 
𝜂

𝑅(p)/~. Квази­
энергетический спектр характеризуется открытием динамических щелей 
𝜂

𝑅(p) в случае
резонанса |𝐸𝑠𝜂(𝑝)| = ~𝜔/2. В непосредственной близости от центров долин, где v0𝑝 ≪ �𝑔,
находим |
𝜂

𝑅(p)| ≃ (𝑒v0/𝑐)| − 𝜂𝐴𝑥 + 𝑖𝐴𝑦|. При этом 
𝜂
𝑅 можно считать не зависящей от 𝑝,

поскольку это плавно меняющаяся функция.
Холловский ток представляет собой линейный отклик системы на слабое поле

𝒜(𝑡) = 𝒜𝑒−𝑖Ω𝑡. Результирующая плотность тока определяется выражением [14] 𝑗𝛼(𝑡) =

−𝑖𝑒 Tr[v̂𝛼𝐺<(𝑡,𝑡)], где 𝛼 = 𝑥, 𝑦. Получаем 𝑗𝛼(𝑡) =
∫︀

𝒞 𝑑𝑡′𝑄𝛼𝛽(𝑡,𝑡′)𝒜𝛽(𝑡′), где 𝑄𝛼𝛽(𝑡,𝑡′) =

−𝑖 𝑒2

𝑐
Tr [v̂𝛼𝐺(𝑡,𝑡′)v̂𝛽𝐺(𝑡′,𝑡)]𝒞 – обобщённая проводимость. Cтатическая (относительно поля
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Рис. 3 — Схематическое изображение системы: 2D полупроводник (монослой MoS2) под
действием внешнего ЭМ поля и поля смещения.
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Рис. 4 — Холловская фотопроводимость в (а) режим I, (b) режиме II и (c) режиме III.
Красная сплошная, зелёная пунктирная и синяя точечная кривые соответствуют 
𝜂

𝑅(0) =
0.5, 1 и 2 мэВ, соответственно.

𝐸𝑦) долинная холловская фотопроводимость может быть найдена из выражения:

𝜎H(𝜔) = 𝜎𝑥𝑦(𝜔) = lim
Ω→0

𝑄𝑥𝑦(
,𝜔) − 𝑄𝑥𝑦(−
,𝜔)

2𝑖

. (2)

Усреднённый по времени холловский ток выражается через проводимость 𝜎𝑥𝑦 как 𝑗𝑥 =

𝜎𝑥𝑦𝐸𝑦, где 𝐸𝑦(𝑡) = −1
𝑐
𝜕𝑡𝒜𝑦(𝑡).

Рассмотрим частоты в диапазоне |~𝜔 − �𝑔| ≫ 
𝜂
𝑅. Если �𝑔 − ~𝜔 ≫ 
𝜂

𝑅, проис­
ходят только виртуальные переходы между зоной проводимости и валентной зоной, что
приводит к перенормировке энергий – имеет место эффект Штарка ОФК, описываемый
квазиэнергиями 𝜀1,2(𝑝). Этот сценарий соответствует режиму I. В противоположном слу­
чае (𝜔 > �𝑔/~) происходят межзонные переходы и могут установиться три режима (без
учёта спин-орбитальных эффектов),

𝜎(I)
𝑥𝑦 (𝜔) = −𝜂𝑒2

𝜋~
�𝑔
𝜂

𝑅

(~𝜔)2
, 𝜎(II)

𝑥𝑦 (𝜔) =
𝜂𝑒2

2𝜋~

[︂
�𝑔

~𝜔
− [
𝜂

𝑅]2

�𝑔(~𝜔 − �𝑔)
− 1

]︂
, 𝜎(III)

𝑥𝑦 (𝜔) = − 𝜂𝑒2

2𝜋~
𝜋�𝑔
𝜂

𝑅

(~𝜔)2
.

Важной особенностью является то, что в режиме II проявляется совершенно иное поведе­
ние системы: наблюдается резкое возрастание холловской проводимости. Действительно,
соотношение 𝜎(II)/𝜎(I) может стать порядка 105. Кроме того, проводимость выходит на на­
сыщение на больших частотах до значения, не зависящего от приложенного ЭМ поля, что
является прямым следствием инверсии электронной заселённости в режиме II.

Спин-орбитальное взаимодействие приводит к появлению второго порога проводи­
мости в режимах I и III [рис. 4(a) и (c)] и двух резких пиков в режиме II [рис. 4(b)], когда
частота поля достигает значений ширины запрещённой зоны �𝑔 ± 𝜆𝑠𝑜. Важно отметить,
что с учётом процессов спин-орбитального взаимодействия открывается возможность ис­
следования спин-поляризованной холловской проводимости.

В разделе 2.3 развита микроскопическая теория фотоиндуцированного долинного
эффекта Холла (ДЭХ) в образцах с беспорядком (с учётом процессов рассеяния электро­
нов на примесях). Холловский ток здесь снова ищется как линейный отклик к внешне­
му тянущему полю 𝒜(𝑡). Чтобы воспользоваться ур. (2), рассматривается функция Гри­
на электронов в зоне проводимости с учётом межзонной накачки. Стационарное нерав­
новесное распределение электронов характеризуется балансом их генерации и рекомби­
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нации и описывается функцией 𝑓0(𝜀). Запаздывающая и опережающая функции Грина
равны 𝐺𝑅,𝐴 = (𝜀 − 𝜀𝑐 ± 𝑖/2𝜏𝑖 ± 𝑖/2𝜏𝑟)

−1, где 𝜏𝑖 – внутризонное время рассеяния импуль­
са электрона на примесях, а 𝜏𝑟 – межзонное время рекомбинации или, другими слова­
ми, время жизни электрона в зоне проводимости. Неравновесная функция распределе­
ния может быть прямо получена из уравнения баланса, выражающего равенство меж­
ду процессами генерации и рекомбинации в форме 𝑓0(𝜀)/𝜏𝑟 = 𝑔(𝜀), где вероятность ге­
нерации 𝑔(𝜀) = 2𝜋|𝑀cv(p = 0)|2𝛿(𝜀 − 𝜔 − 𝜀v). Здесь межзонный матричный элемент
|𝑀cv(0)|2 = |𝑒vcv · A|2 = 𝑒2𝑣2

0𝐴2(𝜂 + 𝜎)2 взят вблизи дна зоны проводимости (𝑝 ≈ 0).
Такой режим наиболее интересен, т.к. электроны попадают в зону проводимости за счёт
оптического поглощения или рассеяния на примесях, так что можно не учитывать другие
источники неравновесных электронов в системе (такие как тепловая ионизация мелких
примесей, например). Тогда (вертикальные) оптические переходы происходят с очень ма­
ленькими конечными импульсами электрона 𝑝. Множитель (𝜂 + 𝜎)2 отражает долинно­
селективные межзонные оптические правила отбора для ЭМ поля накачки с циркулярной
поляризацией. В итоге находим функцию распределения 𝑓0(𝜀) = 2𝜋𝜏𝑟|𝑀cv(0)|2𝛿(𝜀−𝜔 −𝜀v).

Такое же выражение может быть найдено с помощью техники диаграмм Фейн­
мана. Действительно, “голый” массовый оператор фотовозбуждённых электронов в зоне
проводимости равен �<

c (𝜀) = |𝑀cv(0)|2𝐺v(𝜀 − 𝜔), как видно из рис. 5(a). Лестничная пере­
нормировка этого выражения [рис. 5(b)] даёт функцию Грина 𝐺<

c (𝜀) = 2𝜋𝑖𝑓0(𝜀)𝛿(𝜀 − 𝜀c),
где функция распределения 𝑓0(𝜀) имеет ту же форму, что и решение уравнения баланса.
Теперь, определив функции Грина, описывающие стационарное неравновесное состояние,
можно анализировать все вклады в фотоиндуцированный ДЭХ.

Первый вклад в холловский ток связан с фазой Берри электронов в соответству­
ющей долине. Он заключается в нескольких диаграммах типа изображённой на рис. 5(c).
Их анализ даёт 𝜎

(I)
H = 2𝜂(𝑒2/~) (~𝑣0/�𝑔)2 𝑛𝑒, где 𝑛𝑒 =

∑︀
p 𝑓0[𝜀c(p)] – плотность фотовоз­

буждённых электронов в зоне проводимости данной долины. Этот вклад имеет такую же
структуру, как и в равновесном случае, с тем ключевым отличием, что 𝑛𝑒 теперь пред­
ставляет собой плотность фотовозбуждённых электронов вместо плотности электронов в
тепловом равновесии, 𝑛𝑒 = (𝑚𝑒𝜏𝑟/2~3)|𝑀cv(0)|2�[𝜔 − �𝑔], где �[𝜔] – функция Хевисайда.

Диаграммы, представляющие вклад сдвигового рассеяния (второй вклад), содер­
жат межзонный матричный элемент электрон-примесного взаимодействия, как показано
на рис. 5(d). Чтобы посчитать этот вклад вводится потенциал примесей, описанный в ра­
боте [15]. Вычисляя диаграммы, при этом учитывая перенормировку массового оператора
[см. рис. 5(b)], находим 𝜎

(SJ)
H = −4𝜂(𝑒2/~) (~𝑣0/�𝑔)2 𝑛𝑒/(2𝜏𝑖𝛾), где 𝛾 = (𝜏𝑖 + 𝜏𝑟)/2𝜏𝑖𝜏𝑟 вклю­

чает время рекомбинации 𝜏𝑟, что отражает неравновесную природу эффекта. Как и ранее,
вклад процессов сдвигового рассеяния определяется плотностью фотовозбуждённых элек­
тронов, 𝑛𝑒.

Третий вклад связан с асимметричным рассеянием электронов на примесях. Он
должен быть описан вне стандартного борновского приближения для вероятности элек­
тронно-примесного рассеяния. Когерентное асимметричное рассеяние происходит на па­
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Рис. 5 — Диаграммы Фейнмана фотоиндуцированного ДЭХ. (a) “голый” массовый опера­
тор фотоиндуцированных электронов в зоне проводимости. (b) Диаграммное уравнение
для перенормированного массового оператора. (c) Внутренний вклад. (d) Примеры диа­
грамм сдвигового рассеяния. (e) Вклад X-диаграммы (когерентное поперечное рассеяние).
(f) Диаграммы анизотропного поперечного рассеяния. Красными спиралями обозначен
внешний свет круговой поляризации A(𝑡); 𝑣𝑥 и 𝑣𝑦 – скоростные вершины; c и v обознача­
ют функции Грина электронов в зоне проводимости в валентной зоне соответственно, а
пунктирные линии показывают рассеяние на примесях.

рах близко расположенных примесей и может быть проиллюстрировано диаграммой с
пересечёнными линиями примесей [рис. 5(e)]. В рамках стандартной теории Друде диа­
граммы, содержащие пересекающиеся линии примесей, параметрически малы и обычно
не играют роли (кроме теории слабой локализации, где диаграммы с максимальным чис­
лом пересечений ответственны за эффект). Тем не менее, так называемые диаграммы
𝑋- и 	-типа играют существенную роль в АЭХ [16, 17]. Для дельта-коррелированного
беспорядка вклад от 	 диаграммы исчезает, оставляя только 𝑋-диаграмму для расчёта:
𝜎

(X)
H = 2𝜂(𝑒2/~) (~𝑣0/�𝑔)2 𝑛𝑒/(2𝜏𝑖𝛾)2. Суммируя все вышеперечисленные вклады, находим

𝜎
(I)
H + 𝜎

(SJ)
H + 𝜎

(X)
H = 2𝜂

𝑒2

~

(︂
~𝑣0

�𝑔

)︂2

𝑛𝑒

(︂
1 − 𝜏𝑟

𝜏𝑟 + 𝜏𝑖

)︂2

. (3)

Следует отметить, что в пределе 𝜏𝑟 → ∞ и предполагая, что 𝑛𝑒 является равновесной
плотностью электронов, можно воспроизвести известный результат равновесного ДЭХ,
где все три вклада взаимно сокращаются [18]. Типичные величины времен составляют
𝜏𝑟 ∼мкс и 𝜏𝑖 ∼ пс, т.е., 𝜏𝑟 ≫ 𝜏𝑖, что позволяет сделать вывод: суммарный вклад этих трёх
членов в фотоиндуцированный ДЭХ пренебрежимо мал.

Последний фундаментальный механизм связан с асимметричным рассеянием элек­
тронов на примесях. Оно также должно быть рассмотрено вне борновского приближе­
ния [18] и требует конечной поправки в третьем порядке по потенциалу примеси. При этом
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Рис. 6 — Схематическое изображение системы: двумерный экситонный газ, локализован­
ный в двух слоях MoS2, подвергается воздействию электростатического поля 𝐸𝑧(R). Поле
неоднородно в плоскости, что показано чёрными стрелками.

Y-диаграммы Фейнмана, как на рис. 5(f), точно соответствуют результатам, полученным
с помощью уравнения Больцмана с учётом асимметрического вклада в интеграл столкно­
вений [19], 𝜎

(Y)
H = −𝜂(𝑒2/~2) (𝑢0𝑛𝑒/�𝑔) ⟨𝜀⟩𝜏𝑖/(2𝛾𝜏𝑖)

2, где ⟨𝜀⟩ = 𝑛−1
𝑒

∑︀
p(𝜀𝑝 − �𝑔/2)𝑓0[𝜀𝑐(p)] =

(~𝜔 − �𝑔)/2 – средняя энергия фотовозбуждённых электронов в зоне проводимости. Инте­
ресно отметить, что развитая теория предлагает объяснение принципа работы оптического
транзистора, основанного на ДЭХ и описанного в экспериментальной работе [12].

В разделе 2.4 приведены краткие выводы к главе 2. Вторая глава написана на
основе работ соискателя [A1, A2, A3].

Третья глава посвящена фотоиндуцированному транспорту 2D непрямых экси­
тонов в нормальном и бозе-конденсированном режимах.

В разделе 3.1 построена теория квантового аномального (долинного) эффекта Хол­
ла (КДЭХ) в экситонных системах. Рассматриваемая система показана на рис. 6. Она пред­
ставляет собой два монослоя на расстоянии 𝑑 друг от друга. Электроны и дырки в этих
слоях образуют непрямые (дипольные) экситоны. Наличие фазы Берри приводит к ано­
мальному вкладу в скорость центра масс экситона [20], пропорциональному −[∇R𝑈 ×Ω𝑒𝑥],
где Ω𝑒𝑥 – кривизна Берри экситона. Этот вклад отвечает за экситонный КДЭХ. Уравне­
нию (квазиклассического) движения экситона имеет вид _R = P/𝑀 − 1

8
[F0 × Ω𝑒𝑥], где 𝑀 –

масса экситона, F0 – статическая сила в плоскости, действующая на центр масс экситона.
Соответствующий экситонный ток по определению имеет вид j =

∑︀
P

_R𝑓(P,R,𝑡), где 𝑓 –
функция распределения экситонов. В случае конденсации экситоны занимают состояние с
наименьшей энергией и нулевым импульсом, 𝑓0(P) = 𝑛𝑐𝛿P,0, где 𝑛𝑐 – плотность конденсата.

Под действием внешнего ЭМ поля распределение экситонов приобретает неравно­
весную поправку, 𝑓(P,R,𝑡) = 𝑓0(P) + 𝛿𝑓(P,R,𝑡), описывающую заселение надконденсат­
ных экситонных состояний |𝑛,P⟩, где 𝑛 – квантовое число. Гамильтониан, описывающий
взаимодействие экситона с внешним однородным ЭМ полем E, взят в дипольном прибли­
жении, 𝑊 (r) = −𝑒r · E, где r = rℎ − r𝑒 – относительная координата электрон-дырочной
пары в плоскости. Согласно модели Боголюбова слабо взаимодействующего бозе-газа, низ­
коэнергетические свойства бозе-конденсата можно охарактеризовать возбуждениями, име­
ющими дисперсию 𝜔k = 𝑠𝑘

√︀
1 + (𝑘𝜉ℎ)2, где 𝑠 =

√︀
𝑔𝑛𝑐/𝑀 – фазовая (звуковая) скорость,

𝜉ℎ = 1/2𝑀𝑠 – длина залечивания, а 𝑔 – константа экситон-экситонного взаимодействия.
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Рис. 7 — (а) Два основных типа фотоиндуцированных переходов в системе: прямые пе­
реходы из БЭК в возбуждённые состояния (синие стрелки) и непрямые переходы, сопро­
вождающиеся излучением квазичастиц Боголюбова с частотами 𝜔−P (красные стрелки).
(b) Фотоиндуцированные внутриэкситонные переходы в системе под воздействием цирку­
лярно-поляризованного света.

Существуют два типа процессов, схематически представленных на рис. 7(а): (1)
прямые переходы экситона из конденсата в надконденсатное состояние с возбуждением
внутренней степени свободы отдельного экситона и (2) возбуждение экситона посредством
поглощения фотона с испусканием (поглощением) боголюбовской квазичастицы. В отли­
чие от процессов первого типа, в (2) экситон переходит в надконденсатное состояние с
ненулевым импульсом P ̸= 0. Такие непрямые переходы могут происходить только в том
случае, если импульс P уносится некоторой третьей частицей.

Соответствующие холловские токи имеют вид:

j(1) = [Ω𝑒𝑥 × F0]

(︂
𝑛𝑐𝜏

2

4~2

)︂ ∑︁

𝑛̸=0

|𝑊𝑛,0|2
1 + (~𝜔 − 𝜖𝑛)2𝜏 2/~2

, (4)

j(2) = [Ω𝑒𝑥 × F0]

(︂
𝑀𝜏

16𝜋~3

)︂ ∑︁

𝑛̸=0

|𝑊𝑛,0|2
(︂

𝜋

2
+ arctan

[︂
(~𝜔 − 𝜖𝑛)𝜏

~

]︂)︂
, (5)

где 𝑊𝑛,0 =
∫︀

𝑑r𝜓†
𝑛(r)𝑊 (r)𝜓0(r) – интеграл перекрытия состояний 𝜓𝑖, а 𝜏 –время рассеяния

экситонов на короткодействующих примесях [21]. Формула (5) получена в длинноволновом
пределе (𝜔P ≈ 𝑠𝑃 ≫ 𝑃 2/2𝑀). Член j(1) имеет резонансную структуру и пропорционален
плотности конденсата. Очевидно, оба вклада в ток (4), (5) обращаются в нуль, если не учи­
тывать фазу Берри. Обратим внимание, что функция арктангенс в (5) определяет частот­
ную зависимость электрического тока. Отклик системы (5) является уникальной харак­
теристикой бозонных систем, что делает экситонный КДЭХ концептуально отличным от
обычного фермионного ДЭХ: конденсация является необходимым условием квантования
тока в отсутствие внешнего МП. Интересно сравнить полученные частотные зависимости
с результатами предыдущих работ по эффекту Холла бозонов в 2D системах. Например,
в статьях [22, 23] авторы описывают пикообразное (а не ступенчатое) поведение холлов­
ской проводимости. В работе [24] требуется МП для наблюдения целочисленного эффекта
Холла.
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В разделе 3.2 начинается рассмотрение продольного транспорта непрямых экси­
тонов. Описан эффект фотонного увлечения экситонов в нормальной фазе. Электроны и
дырки связаны кулоновским взаимодействием 𝑈𝐶(r), которое обладает аксиальной сим­
метрией для относительной координаты электрона и дырки, а значит, состояния экситона
могут классифицироваться по определённому значению проекции углового момента отно­
сительного движения электрона и дырки в экситоне на нормаль к плоскости структуры.

Спектр внутреннего движения экситона квантован и характеризуется главным
квантовым числом радиального движения 𝑛, орбитальным квантовым числом 𝑚, энерги­
ей 𝜀𝑛𝑚 и собственными функциями |𝑛, 𝑚⟩. Матричные элементы переходов отличны от
нуля лишь для состояний, в которых орбитальные квантовые числа отличаются на ±1. В
частности, для дипольных экситонов в основном состоянии внутреннего движения |0, 0⟩
переход возможен лишь в состояния |𝑛, ±1⟩ с энергией перехода �𝑔 = 𝜀𝑛,±1 − 𝜀0,0. Для
определённости в дальнейшем будем рассматривать переход в состояние с 𝑛 = 0. Таким
образом, полная энергия экситона в основном 𝜀1(p) и возбуждённом 𝜀2(p) состояниях име­
ет вид: 𝜀1(p) = 𝜀P, 𝜀2(p) = �𝑔 + 𝜀P, где 𝜀p = p2/2𝑀 – кинетическая энергия центра
масс.

ЭФУ экситонов заключается в появлении стационарной плотности
экситонного тока, определяемого усреднением по времени выражения j =

lim𝑥′→𝑥 (∇R − ∇R′) Sp 𝐺<(𝑥,𝑥′)/(2𝑀). Расчёты показывают:

j =
2k𝜏 2(𝑁1 − 𝑁2)

𝑀~
(�𝑔)2

𝜔2
|𝑒r12 · E0|2

(︂
1

1 + 𝜏 2(𝜔 − �𝑔)2
− 1

1 + 𝜏 2(𝜔 + �𝑔)2

)︂
, (6)

где 𝑁𝑖 – число частиц на 𝑖−м уровне. Из ур. (6) видно, что при наличии инверсной за­
селённости состояний 𝑁1 < 𝑁2 ток экситонов направлен по −k в результате эффекта
отдачи при спонтанном излучении фотона инверсно-заселёнными экситонами. Очевидно,
ток ведёт себя резонансно.

В разделе 3.3 продолжается рассмотрение продольного транспорта непрямых эк­
ситонов, но здесь исследуется эффект фотонного увлечения экситонов в состоянии бозе­
эйнштейновской конденсации (БЭК). Теоретическое описание БЭК основано на теории
Боголюбова слабо взаимодействующего бозе-газа [25]. Для описания динамики БЭК вос­
пользуемся уравнением Гросса–Питаевского (ГП), в рамках которого низкоэнергетические
возбуждения БЭК представляют собой боголоны. Бозонный оператор уничтожения запи­
сывается в виде 𝑐0,p(𝑡) = 𝑐0,0𝛿(p)+𝑢p𝑏p(𝑡)+𝑣p𝑏†

−p(𝑡), где 𝑐0,0 описывает частицы в состоянии
БЭК с нулевым импульсом, |𝑐0,0|2 = 𝑛𝑐. Здесь 𝑢p и 𝑣p – коэффициенты преобразования
Боголюбова [26], а 𝑏p(𝑡) = 𝑏p(0) exp(−i𝜔p𝑡) – операторы боголюбовских возбуждений.

Здесь, как и на рис. 7(a), играют роль два типа процессов: почти вертикальные
переходы из БЭК в надконденсатное состояние и “беляевские процессы” [27], при которых
поглощение света сопровождается не только возбуждением частицы, но также испуска­
нием или поглощением боголюбовских возбуждений. Соответствующий закон сохранения
энергии имеет вид 𝜔 = 𝜀p+k + �𝑔

𝜂 + 𝜔−p. Вероятность поглощения фотона пропорциональ­
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Рис. 8 — Спектр плотности тока 𝑗𝑐 = 𝑗𝑐1 + 𝑗𝑐2 (основной график). Две компоненты тока
𝑗𝑐1 (зелёная кривая) и 𝑗𝑐2 (синяя кривая) согласно ур. (8) и (9) (вставка) для параметров
�𝑔 = 10 мэВ, 𝑀 = 0.5 𝑚0, 𝑛𝑐 = 2 × 1013 см−2 (красная кривая), 𝑛𝑐 = 2 × 1014 см−2 (чёрная
пунктирная кривая), 𝑛𝑐 = 5 × 1013 см−2 (вставка).

на
∑︀

p 𝑣2
p𝛿(𝜔 − 𝜀p−k − �𝑔

𝜂 − 𝜔−p). В длинноволновом пределе, учитывая, что 𝑠𝑝 ≫ 𝜀p+k и
𝑣2

p ∼ 𝜔−1
p , в 2D случае находим пороговое поведение коэффициента поглощения света:

𝒫 ∼
∑︁

𝜂

⃒⃒
⃒p𝜂1

𝑑 · E0

⃒⃒
⃒
2

∞∫︁

0

𝑝𝑑𝑝

𝜔p
𝛿(𝜔 − �𝑔

𝜂 − 𝜔−p) ∼
∑︁

𝜂

⃒⃒
⃒p𝜂1

𝑑 · E0

⃒⃒
⃒
2

�[𝜔 − �𝑔
𝜂], (7)

где p𝑑 – дипольный матричный элемент. Таким образом, учёт внутренней структуры ча­
стиц приводит к “квантованию” отклика системы на внешнее световое давление в 2D кон­
денсате. Как было показано в предыдущем разделе, если бозоны находятся в нормальной
фазе, спектр тока представляет собой набор резонансов. Вместо этого при наличии БЭК
полный ток увлечения состоит из двух компонент. Первая демонстрирует резонансное
поведение, как и в случае нормальной фазы [см. ур. (6)],

j𝑐1 =
2𝑛𝑐k𝜏 2

𝑀~
∑︁

𝜂

⃒⃒
⃒p1𝜂

𝑑 · E0

⃒⃒
⃒
2

[︂
1

1 + 4𝜏 2(𝜔 − �𝑔
𝜂)2

− 1

1 + 4𝜏 2(𝜔 + �𝑔
𝜂)2

]︂
, (8)

а вторая имеет ступенчатую структуру (рис. 8),

j𝑐2 =
5𝜏k
8𝜋~2

∑︁

𝜂

⃒⃒
⃒p1𝜂

𝑑 · E0

⃒⃒
⃒
2 (︁

arctan
[︁
2𝜏(𝜔 + �𝑔

𝜂)
]︁

+ arctan
[︁
2𝜏(𝜔 − �𝑔

𝜂)
]︁)︁

, (9)

где 𝜏 – время жизни частицы в возбуждённом состоянии.
Раздел 3.4 посвящён фотоиндуцированному электрическому току в двумерных

конденсатах. Если частота внешнего ЭМ поля превышает потенциал ионизации экситона,
в системе появляются фотогенерированные электроны и дырки, и они создают электри­
ческий ток в направлении импульса света (за счёт ЭФУ). ДКЯ (рис. 9) освещается мо­
нохроматическим ЭМ полем с волновым вектором Q под углом падения 𝜃 относительно
нормали к плоскости структуры. Снова происходят несколько процессов. Процесс перво­
го типа даётся формулой 𝑉1 =

√
𝑛𝑐

∑︀
p𝑒ℎ,q ℳ(q)𝛿(p𝑒ℎ − k)𝑐†

k,q𝑎̂k, описывающей создание
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электрон-дырочной пары непосредственно из конденсата за счёт распада экситона. Ана­
логичный процесс возможен и в отсутствие конденсата (где вместо 𝑛𝑐 будет разница чисел
заполнения основного и возбуждённого состояний). Соответствующая вероятность рожде­
ния электрон-дырочной пары может быть найдена из золотого правила Ферми. Процессы
второго типа, 𝑉2 =

∑︀
p𝑒ℎ,q ℳ(q)𝑣p𝑒ℎ−k𝑐†

p𝑒ℎ,q(𝑡)𝑎̂k(𝑡)𝑏̂†
−p𝑒ℎ+k(𝑡), уникальны для систем, содер­

жащих конденсат. Здесь создание электрон-дырочной пары за счёт распада экситона со­
провождается испусканием боголона. Получаем два вклада в электрический ток (рис. 10),

j1(𝜔) = 8𝑗0kℓ(𝜇𝑋/𝑀)(𝑛𝑐ℓ
2)ℱ1

(︂
𝜔 − 𝐼

𝜔0

)︂
, ℱ1(𝑥) = 𝑥 exp(−2𝑥)�(𝑥), (10)

где 𝑗0 = 2(2𝜋)3𝑒(𝜏ℎ − 𝜏𝑒)ℓ(𝑒𝐸0)2⟨|(e · nq)|2⟩, nq = q/𝑞 – единичный вектор, 𝜔2
0 =

𝑒2/(4𝜋𝜖0𝜖𝑑𝜇𝑋𝑎3), 𝜇𝑋 – приведённая масса экситона, 𝐼 – потенциал ионизации и

j2 = 𝑗0kℓℱ2

(︂
𝜔 − 𝐼

𝜔0

)︂
, ℱ2(𝑥) = [1 − (1 + 2𝑥) exp(−2𝑥)] �(𝑥). (11)

В последних выражениях ℱ1 и ℱ2 – безразмерные вспомогательные функции. Видно, что
полный ток отличен от нуля, если времена релаксации импульса 𝜏𝑒,ℎ различны для элек­
тронов и дырок. Заметим, однако, что даже в случае нулевого полного тока, когда 𝜏𝑒 = 𝜏ℎ,
может существовать ненулевой ток в каждом из слоёв ДКЯ, взятых отдельно. Из ур. (10)
и (11) и рис. 10 видно, что на малых частотах 0 < 𝜔 − 𝐼 ≪ 𝜔0 ток j1, связанный с непо­
средственной ионизацией конденсированных экситонов, даёт основной вклад. Напротив,
если 𝜔 − 𝐼 ≫ 𝜔0, второй член j2, описывающий ионизацию экситона, сопровождающуюся
процессами испускания боголонов, превышает j1. Действительно, если 𝜔 − 𝐼 ≫ 𝜔0, функ­
ция ℱ1 в ур. (10) затухает экспоненциально, тогда как в ур. (11), ℱ2(𝜔) → 1 (см. вставку
на рис. 10). Следовательно, измеряя спектр электрического тока в системе, можно судить
о существовании конденсата.

В разделе 3.5 исследуется новый тип парамагнитного резонанса в спин-поляри­
зованных бозе-эйнштейновских конденсатах на примере БЭК экситон-поляритонов. Изу­
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Рис. 9 — Схематическое изображение системы. (а) Двойная квантовая яма (DQW) под
действием внешнего ЭМ поля света E с волновым вектором Q. (b) Энергетический спектр
внутреннего движения экситона.
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Рис. 10 — Компоненты электрического тока в системе на частотах в окрестности потенци­
ала ионизации (а) и на более высоких частотах (b, c). На вставке показаны специальные
функции ℱ1 и ℱ2.

чается линейный отклик спиновой плотности поляритонов, 𝑆𝑖(r,𝑡) = 𝜓†(r,𝑡)𝜎̂𝑖𝜓(r,𝑡) на
изменяющееся внешнее МП, B(r,𝑡) = (0,0,𝐵0 cos(k · r − 𝜔𝑡)). Величина МП берётся малой,
чтобы можно было применить теорию линейного отклика, в рамках которой 𝑆𝑖(r,𝑡) =∫︀∫︀

𝑑r′𝑑𝑡′𝜒𝑖𝑗(r,r′; 𝑡,𝑡′)𝐵𝑗(r′,𝑡′). Используя гамильтониан взаимодействия в специальной фор­
ме [28], 𝐻̂int = 1

2
𝑈0 (|𝜓+|4 + |𝜓−|4) + (𝑈0 − 2𝑈1)|𝜓+|2|𝜓−|2, где 𝑈0 и 𝑈1 – константы поляри­

тон-поляритонного взаимодействия, записывается уравнение ГП для каждой из спиновых
компонент дублета,

𝑖 _𝜓± =

(︂
𝐸̂p − 𝜇 + 𝑢𝑖(r) + 𝑈0|𝜓±|2 + (𝑈0 − 2𝑈1)|𝜓∓|2 ± 1

2
𝑔𝑠𝜇𝐵𝐵(r,𝑡)

)︂
𝜓± + 𝜆𝑠𝑜𝑝

2
∓𝜓∓, (12)

где 𝜇 – химический потенциал, а 𝑔𝑠 – эффективный ЭП 𝑔-фактор. Также введён слу­
чайно флуктуирующий примесный потенциал, который имеет нулевое среднее значение,
⟨𝑢𝑖(r)⟩ = 0 и следующие статистические свойства: ⟨𝑢𝑖(r)𝑢𝑖(r′)⟩ = 𝑢2

0𝛿r,r′ , ⟨𝑢(p)𝑢(p′)⟩ =

𝑢2
0𝛿p,−p′ , где ⟨...⟩ означает усреднение по позициям примесей. Будем предполагать, что за­

полнение конденсированной компоненты всегда остаётся намного большим, |𝜓+|2 ≫ |𝜓−|2.
В баллистическом случае находим поперечные псевдоспиновые восприимчивости,

𝜒𝑥𝑧(k,𝜔) =
1

2
𝜆𝑠𝑜𝑛𝑐𝑔𝑠𝜇𝐵

𝑘2
+(𝜔 + 𝐸𝑘)(𝜔 + ℰ𝑘) + 𝑘2

−(𝜔 − 𝐸𝑘)(𝜔 − ℰ𝑘)

[(𝜔 + 𝑖𝛿)2 − 𝜔2
𝑘] [(𝜔 + 𝑖𝛿)2 − ℰ2

𝑘 ]
, (13)

𝜒𝑦𝑧(k,𝜔) = − 𝑖

2
𝜆𝑠𝑜𝑛𝑐𝑔𝑠𝜇𝐵

𝑘2
+(𝜔 + 𝐸𝑘)(𝜔 + ℰ𝑘) − 𝑘2

−(𝜔 − 𝐸𝑘)(𝜔 − ℰ𝑘)

[(𝜔 + 𝑖𝛿)2 − 𝜔2
𝑘] [(𝜔 + 𝑖𝛿)2 − ℰ2

𝑘 ]
, (14)

где ℰ𝑘 = 𝐸𝑘 + 2|𝑈1|𝑛𝑐, 𝑘± = 𝑘𝑥 ± 𝑖𝑘𝑦, и продольную псевдоспиновую восприимчивость,

𝜒𝑧𝑧(k,𝜔) = 𝑔𝑠𝜇𝐵𝑛𝑐
𝐸𝑘

(𝜔 + 𝑖𝛿)2 − 𝜔2
𝑘

[︂
1 +

(2𝑀𝜆𝑠𝑜)
2𝐸𝑘ℰ𝑘

(𝜔 + 𝑖𝛿)2 − ℰ2
𝑘

]︂
. (15)
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Рис. 11 — (а) Квазичастичный спектр системы с двумя типами переходов: (1) и (2). Синяя
точка обозначает конденсат. (б) Спектр поглощения. Пики (1) и (2) являются результатом
переходов (1) и (2) из панели (a).

Они испытывают резонанс в окрестности частоты коллективной (боголюбовской) моды
конденсата 𝜔 ≈ 𝜔𝑘. Кроме того, TE-TM расщепление разрешает переходы частиц между
спин-поляризованными компонентами дублета, что приводит к возникновению дополни­
тельного резонанса при 𝜔 ≈ ℰ𝑘. Отклик системы может быть описан потребляемой мощ­
ностью: 𝑃𝑘𝜔 ∼ −𝜔 𝐵2

0 Im 𝜒𝑧𝑧(k,𝜔) (см. рис. 11).
Учёт механизмов рассеяния приводит к уширению линии в спектре фотолюми­

несценции системы и к конечным значениям восприимчивостей (13)–(15) на резонансах.
Наиболее значительный вклад в безызлучательное время жизни ЭП при низких темпе­
ратурах является рассеяние частиц на беспорядке. В длинноволновом пределе находим:
𝛾+

𝑘 = (𝑘𝜉ℎ)3/𝜏 , 𝛾−
𝑘 = (2𝑈1/𝑈0)2 /𝜏 , где 1/𝜏 = 𝑀𝑢2

0 – обратное время рассеяния в нормальном
(надконденсатном) состоянии. Как и ожидалось, ЭП с поляризацией “−”, которые нахо­
дятся в нормальном состоянии, имеют обычное время жизни (поскольку 2𝑈1/𝑈0 ∼ 1 [29]),
тогда как рассеяние ЭП в конденсированном состоянии оказывается сильно подавлено
ввиду множителя (𝑘𝜉ℎ)3 ≪ 1. Из этих выражений видно, что ширина линии отклика мак­
роскопически занятой компоненты (в нашем случае 𝜓+) намного меньше по сравнению с
шириной линии малонаселённой компоненты, поскольку 𝛾+

𝑘 /𝛾−
𝑘 ∼ (𝑘𝜉ℎ)3 ≪ 1. Этот фун­

даментальный результат может оказаться полезным в экспериментах, когда необходимо
выяснить, находится ли одна из спиновых компонент в БЭК.

Раздел 3.6 посвящён методу квантовых траекторий [30] для описания когерентных
свойств ЭП систем. Этот метод может использоваться для исследования системы неко­
герентно накачиваемых взаимодействующих ЭП в присутствии диссипации, вызванной
окружающей средой (тепловым резервуаром). Он позволяет реконструировать матрицу
плотности системы, из которой могут быть извлечены корреляционные функции первого,
𝑔(1)(�𝑥), и второго порядка, 𝑔(2)(𝜏).

Из гамильтониана, учитывающего поляритон-поляритонного и поляритон-фонон­
ного взаимодействие, выводится основное кинетическое уравнение Линдблада и выраже­
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ния для операторов квантовых прыжков,

𝒥 +
k =

√︀
𝛾k�𝑛P(𝐸k)𝑎̂†

k, 𝒥 −
k =

√︀
𝛾k [�𝑛P(𝐸k) + 1]𝑎̂k, (16)

𝒥 +
k1k2

=
√︁

𝛾ph
k1k2

�𝑛ph(𝐸k1 − 𝐸k2)𝑎̂†
k1

𝑎̂k2 , 𝒥 −
k1k2

=
√︁

𝛾ph
k1k2

[�𝑛ph(𝐸k1 − 𝐸k2) + 1]𝑎̂k1 𝑎̂†
k2

,(17)

где 𝐸k1 > 𝐸k2 , а скорость рассеяния, опосредованного фононами, была тоже переобозна­
чена как 𝛾ph

k1k2
. Уравнения (16) описывают накачку и распад поляритонов. Средняя мощ­

ность, подводимая в поляритонную систему за счёт взаимодействия с резервуаром накач­
ки, описывается выражением 𝑃 = �𝑛P𝛾k. Уравнения (17) описывают переходы между по­
ляритонными модами, опосредованные взаимодействием с резервуаром фононов. Следует
отметить, что процессы (17) излучения фононов продолжаются даже при 𝑇 = 0 K.

Квантовая динамика системы моделируется с использованием метода волновых
функций Монте–Карло [30]. Процедура основана на эволюции волновой функции систе­
мы при помощи уравнения Шрёдингера, 𝑖~𝜕𝑡| ~𝜓⟩ = ~ℋ| ~𝜓⟩ с эффективным неэрмитовым
гамильтонианом

~ℋ = ℋ − 𝑖~
2

∑︁

k

𝒥 +†
k 𝒥 +

k − 𝑖~
2

∑︁

k

𝒥 −†
k 𝒥 −

k − 𝑖~
2

∑︁

k1k2

𝒥 +†
k1k2

𝒥 +
k1k2

− 𝑖~
2

∑︁

k1k2

𝒥 −†
k1k2

𝒥 −
k1k2

. (18)

Неэрмитовые члены в ур. (18), очевидно, приводят к убыванию нормы ⟨ ~𝜓(𝑡)| ~𝜓(𝑡)⟩. При
компьютерном моделировании генерируется случайное число 𝜂1 и система эволюциониру­
ет . Условие ⟨ ~𝜓(𝑡)| ~𝜓(𝑡)⟩ ≤ 𝜂1 определяет, происходит ли процедура перехода из одного
состояния в другое или нет [30]. После каждого прыжка состояние | ~𝜓(𝑡)⟩ снова норма­
лизуется, и генерируется новое число 𝜂1. Одиночная реализация 𝑗 этого протокола даёт
квантовую траекторию | ~𝜓(𝑡)⟩𝑗 с 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑁 . Используя ансамбль траекторий, можно
аппроксимировать матрицу плотности системы, ~̂𝜌 (𝑡) =

∑︀𝑁
𝑗=1 | ~𝜓(𝑡)⟩𝑗 𝑗⟨ ~𝜓(𝑡)|/𝑁 →

𝑁→∞
𝜌(𝑡), где

𝜌 (𝑡) – фактическая матрица плотности системы. Среднее значение любого оператора в си­
стеме 𝑂̂ можно найти из выражения ⟨𝑂̂ (𝑡)⟩ = Tr

[︁
𝑂̂𝜌(𝑡)

]︁
= lim

𝑁→∞

{︁
Tr

[︁
𝑂̂ ~̂𝜌(𝑡)

]︁}︁
. Этот метод

не только позволяет значительно снизить потребление памяти компьютером за счёт иссле­
дования эволюция кет-вектора вместо матрицы плотности, но также он идеально подходит
для распараллеливания процессов из-за независимости квантовых траекторий.

Использовались параметры, соответствующие микрорезонатору на основе GaAs,
имеющему цилиндрическую симметрию, с расщеплением Раби 
𝑅 = 10 мэВ, 𝑚ph =

5 × 10−5𝑚0, временем жизни поляритона 𝜏 ≃ 1/𝛾𝑘 = 20 пс, энергией связи 𝐸b = 10 мэВ,
боровским радиусом 𝑎B = 10 нм, и площадью 𝑆 = 100 мкм2. На рис. 12 показана зави­
симость функции временной когерентности второго порядка от мощности накачки для
низшей моды,

𝑔(2) (𝜏) =
⟨𝑎̂†

0 (0) 𝑎̂†
0 (𝜏) 𝑎̂0 (𝜏) 𝑎̂0 (0)⟩

⟨𝑎̂†
0 (0) 𝑎̂0 (0)⟩2 . (19)

При 𝑇 = 5 K наблюдается явный переход от тепловой статистики с 𝑔(2)(0) = 2 к когерент­
ному состоянию, для которого 𝑔(2)(0) = 1 с увеличением 𝑃 , как показано на рис. 12(a).
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Рис. 12 — (a) Функция временной когерентности второго порядка моды основного состоя­
ния при нулевой задержке, 𝑔(2)(0), как функция относительной мощности накачки, 𝑃/𝑃th,
для разных температур окружающей среды. (c) Функция временной когерентности с ко­
нечным запаздыванием, 𝑔(2)(𝜏) при 𝑇 = 0 K.

Рис. 13 — Экспериментальная (а) и теоретическая (b) зависимость функции временной
когерентности второго порядка 𝑔(2)(0) от мощности накачки в резонаторе с микропилларом
диаметром 6 мкм. Виден переход к состоянию почти полностью когерентного излучения.

При понижении температуры когерентность появляется при меньшей мощности накачки,
как и ожидалось.

Метод стохастических траекторий позволяет воссоздать поведение 𝑔(2)(0) в экс­
периментальных образцах с ноль-мерным вытравленным потенциалами (конфайнментом,
обусловленным травлением), где дискретная дисперсия частиц способствует проявлению
когерентных свойств конденсации. Исследуемый образец – это 𝜆/2 планарный высокодоб­
ротный микрорезонатор. Накачка образца производилась импульсным титан-сапфировым
лазером, настроенным на первый брэгговский минимум запрещённой зоны. Было прове­
дено теоретическое описание эксперимента. На рис. 13(a) представлены эксперименталь­
ные кривые зависимости 𝑔(2)(0) в пилларе диаметром 6 мкм от мощности накачки. На
рис. 13(b) показаны результаты теоретического моделирования с использованием того же
набора параметров, что и в эксперименте. Теория отлично воспроизводит рост и паде­
ние корреляционной функции. Необходимо отметить, что первоначальный рост функции
когерентности ранее не был объяснён теоретически [31], а метод квантовых траекторий
позволяет получить похожую на эксперимент зависимость. Следует также отметить, что
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Рис. 14 — Схематическое изображение системы. 2DЭГ расположен на расстоянии 𝑙 от 2D
газа непрямых (дипольных) экситонов, находящихся в двух параллельных слоях (GaAs
или MoS2) на расстоянии 𝑑 друг от друга.

временная когерентность системы падает с увеличением её латерального размера. Такое
поведение может быть объяснено нетривиальной зависимостью скорости рассеяния ЭП на
фононах при изменении дискретизации энергетических состояний.

Далее был рассмотрен не одиночный столбец (микропиллар), а зигзагообразная
цепочка пилларов Су–Шриффера–Хигера (СШХ). Результаты моделирования показали
установление временной когерентности топологического состояния.

В разделе 3.7 приведены краткие выводы к главе 3. Третья глава написана на
основе работ соискателя [A4, A5, A6, A7, A8, A9, A10, A11, A12].

Четвёртая глава посвящена эффектам кулоновского взаимодействия в много­
слойных гибридных 2D системах на основе электронных и экситонных газов.

В разделе 4.1 описана теория магнитоплазменного резонанса Фано в гибридной
бозе-фермиевской системе, которая представляет собой два параллельных слоя электронов
и экситонов, как показано на рис. 14. Рассматривается случай нулевой температуры, когда
квантовые эффекты проявляются наиболее ярко. Однородное МП направлено вдоль оси
роста структуры. Будем предполагать, что МП достаточно слабое, и поэтому оно не может
влиять на движение центра масс экситона. При этом МП достаточно сильное, чтобы суще­
ственно влить на движение электронов. Внешнее ЭМ поле, E(r,𝑡) = (𝐸0,0,0)𝑒𝑖k·r−𝑖𝜔𝑡, вызы­
вает отклонения электронной плотности от её равновесного значения, 𝛿𝑛(r,𝑡) = 𝑛(r,𝑡)−𝑛0,
где r – радиус-вектор в плоскости КЯ, а k – волновой вектор в плоскости. Будем также
предполагать, что ЭМ поле не взаимодействует с экситонами напрямую. Действительно,
если частота внешнего ЭМ поля, 𝜔, находится в окрестности частоты плазмона при данном
волновом векторе, то электронный слой действует как эффективный резонатор, усиливая
амплитуду индуцированного (плазменного) поля в ∼ 𝜔𝜏𝑒 раз по сравнению с амплитудой
внешнего поля, где 𝜏𝑒 – время релаксации электрона [32]. Используя уравнение непрерыв­
ности и модель Боголюбова слабо взаимодействующего бозе-газа, а также уравнение ГП
для экситонного БЭК, в рамках теории линейного отклика находим проводимость,

~𝜎𝑘𝜔 =
1

𝜎−1
𝐵 + 𝑖 𝑘2

𝑒2𝜔
[𝑈𝑘𝜔 + 𝑉 2

𝑘𝜔𝑃𝑘𝜔]
, где 𝜎𝐵 = 𝜎𝐷

0

𝑖(𝜔𝜏𝑒 + 𝑖)

(𝜔𝜏𝑒 + 𝑖)2 − 𝜔2
𝑐 𝜏 2

𝑒

. (20)
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Здесь 𝜎𝐷
0 = 𝑒2𝑛0𝜏𝑒/𝑚𝑒 – статическая проводимость Друде электронного газа. Очевидно,

что благодаря кулоновскому взаимодействию экситонов и электронов возникают новые
гибридные моды, описывающие совместные колебания плотностей экситонов и электро­
нов. Закон дисперсии этих новых мод легко определить по полюсам перенормированной
проводимости, ~𝜎−1

𝑘𝜔 = 0. Теперь можно найти и коэффициент поглощения ЭМ излучения
как действительную часть проводимости: 𝒫𝑘𝜔 = 1

2
𝐸2

0 Re ~𝜎𝑘𝜔. На рис. 15 показан спектр
коэффициента поглощения, демонстрирующий возникновение резонанса Фано. При уве­
личении скорости боголюбовских возбуждений 𝑠, резонанс Фано сдвигается по частоте.
В частности, рис. 15(a) и (c) соответствуют известным асимметричным профилям Фано,
тогда как рис. 15(b) соответствует симметричной конфигурации (как одному из частных
случаев).

Раздел 4.2 посвящён эффекту захвата электронов примесями в гибридных бозе­
фермиевских системах. В этом разделе показано, что при наличии экситонного БЭК
возникают дополнительные механизмы захвата электронов на центры притяжения. Этот
механизм является следствием межслоевого электрон-экситонного взаимодействия. При
наличии БЭК открывается дополнительный механизм безызлучательного рассеяния элек­
тронов. Его можно назвать захватом электрона, сопровождающимся излучением пары
боголонов. Рассматривается та же гибридная система, что и раньше (рис. 14). Она может
быть описана гамильтонианом ℋ =

∫︀
𝑑r

∫︀
𝑑R	†

r	r𝑔 (r − R) �†
R�R, где 	r и �R – операто­

ры поля электронов и экситонов, соответственно, 𝑔 (r − R) – кулоновское взаимодействие
между слоями, r – координата в плоскости 2DЭГ, а R – координата центра масс экситона.
Поскольку экситоны находятся в фазе БЭК, используем модель слабо взаимодействующе­
го бозе-газа. Тогда в гамильтониане станут доминировать два члена:

ℋ1 =

√
𝑛𝑐

𝐿

∑︁

k,p

𝑔p

[︁
(𝑣p + 𝑢−p) 𝑏†

−p + (𝑢p + 𝑣−p) 𝑏p

]︁
𝑐†

k+p𝑐k, (21)

ℋ2 =
1

𝐿2

∑︁

k,p,q

𝑔p

(︁
𝑢q−p𝑢q𝑏†

q−p𝑏q + 𝑢q−p𝑣q𝑏†
q−p𝑏†

−q (22)

+𝑣q−p𝑢q𝑏−q+p𝑏q + 𝑣q−p𝑣q𝑏−q+p𝑏†
−q

)︁
𝑐†

k+p𝑐k,

Рис. 15 — Проявление резонанса Фано в гибридной электрон-экситонной системе, пред­
ставленной на рис. 14. Коэффициент поглощаемой мощности как функция частоты для
разных 𝑠 от (a) до (c) для 𝜏𝑋 = 10−8 c (красные сплошные кривые) и 𝜏𝑋 = 5 × 10−10 с
(синие пунктирные кривые).
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Рис. 16 — Схематическое изображени е процессов захвата электронов при испускании
одного (а) и двух (b) квантов Боголюбова (красные пунктирные стрелки).

где 𝑏p(𝑐k) и 𝑏†
p(𝑐†

k) – операторы уничтожения и рожления боголонов (электронов), соответ­
ственно, 𝑔p = 𝑒2(1−𝑒−𝑝𝑑)𝑒−𝑝𝑙/(2𝜖0𝜖𝑑𝑝) – Фурье образ элекрон-экситонного взаимодействия,
𝑢p и 𝑣p – боголюбовские коэффициенты, а 𝐿 – длина образца. Уравнения (21) и (22) зада­
ют матричные элементы рассеяния электронов, описывая два концептуально различных
процесса в одном (нисшем) порядке по силе взаимодействия 𝑔p. Вклад ℋ1 отвечает за
рассеяние электронов с испусканием / поглощением одиночного кванта Боголюбова (мы
будем называть их 1b процессами), тогда как ℋ2 описывает рассеяние электронов, опосре­
дованное излучением / поглощением пары боголонов. Их мы будем называть процессами
2b. Схема этих процессов представлена на рис. 16.

Далее находим вероятности захвата электрона примесью с испусканием одиночно­
го боголона и пары боголонов. В наиболее интересном длинноволновом пределе (𝑘𝜉ℎ ≪ 1,
𝜔𝑘 ≈ 𝑠𝑘), учитывая, что |𝑣−𝑘 + 𝑢𝑘|2 ≈ 𝑘𝜉ℎ и 𝜔𝑘 ≫ 𝑘2/2𝑚𝑒, получаем:

𝑤1𝑏 =
3𝜋

8

(︂
𝑑

𝑎𝐵

)︂2
𝜖2

𝑖 𝜉ℎ𝑛𝑐𝑎𝐵

𝑚𝑒𝑠2
𝐼

(︂
𝑒2𝑙

~𝑠𝑎𝐵

;
𝑚𝑒𝑎𝐵

2𝑀~𝜉ℎ

)︂
, где 𝐼(𝛼; 𝛽) =

∞∫︁

0

𝑒−𝛼𝑥𝑥𝑑𝑥
[︀
1 + 𝛽2 (1 − 1/𝑥)2]︀5/2

, (23)

𝑤2𝑏 =
3𝑚𝑒

𝑀

(︂
𝑑

16𝑎𝐵

)︂2
𝑎𝐵

𝜉ℎ

𝜖𝑖

~2
𝐽

(︂
𝑒2𝑙

~𝑠𝑎
;

𝑚𝑒𝑎𝐵

2𝑀~𝜉𝐻

)︂
, 𝐽(𝛼; 𝛽) =

∞∫︁

0

∞∫︁

0

𝑒−𝛼𝑥𝑑𝑥𝑑𝑡
[︁
1 + 𝛽2

(︀
cosh 𝑡 − 1

𝑥

)︀2
]︁5/2

.(24)

Процессы 2b являются преобладающими, и они приводят к тому, что время захвата оказы­
вается на порядки меньше по сравнению с 1b процессами. Следует отметить, что процессы
эмиссии боголонов третьего и более высоких порядков должны описываться теорией воз­
мущений более высокого порядка, поэтому они намного менее вероятны.

В разделе 4.3 произведён расчёт сопротивления электронного газа за счёт взаи­
модействия с возбуждениями конденсата непрямых экситонов (в системе, изображённой
на рис. 14). Дополнительный вклад в сопротивление возникает из-за взаимодействия с
боголюбовскими возбуждениями. Показано, что хотя рассеяние на боголонах во многом
аналогично фононному случаю, есть и фундаментальные различия.

Чтобы исследовать температурную зависимость сопротивления, обусловленного
1b и 2b процессами, использовался подход Блоха–Грюннайзена [33, 34], который был раз­
работан для описания электрон-фононного взаимодействия. Он основан на уравнении
Больцмана, 𝑒E · 𝜕p𝑓 = 𝐼{𝑓}, где 𝑓 – функция распределения электронов, E – внешнее
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Рис. 17 — Зависимость сопротивления ситемы от температуры для конденсатов эксито­
нов в MoS2 (красные кривые) и GaAs (зелёные кривые). Цветные сплошные и штриховые
кривые показывают вклады двухбоголонных и однобоголонных процессов, соответствен­
но. Чёрные штрихпунктирные и штриховые кривые показывают примесный и фононный
вклады. Для построения графиков использовались 𝑛𝑒 = 1013 см−2 и 𝑛𝑐 = 109 см−2.

пробное электрическое поле, а 𝐼{𝑓} – интеграл столкновений, содержащий процессы рас­
сеяния. Предположив, что функция распределения электронов, 𝑓𝑝, близка к равновесной,
𝑓𝑝 = 𝑓0 + 𝛿𝑓𝑝, с помощью вариационных методов, находим среднее время релаксации элек­
тронов. Из него вычисляется удельное сопротивление за счёт двухбоголонных процессов:

𝜌(2) =
𝑠2𝑀2

8𝜋2𝑒2𝑚3
𝑒𝑣5

𝐹

∞∫︁

𝐿−1

𝑘2𝑔2
𝑘𝑑𝑘

sinh2
[︁

~𝑠𝑘
2𝑘𝐵𝑇

]︁ ln(𝑘𝐿), (25)

где 𝑣𝐹 – скорость Ферми; также введена необходимая для сходимости инфракрасную обрез­
ка 𝐿−1. Физический смысл этой обрезки – отсутствие флуктуаций с длиной волны больше
𝐿. Она также может быть связана с критической температурой конденсации Бозе–Эйн­
штейна в конечной ловушке длиной 𝐿 [35].

На рис. 17 показано температурное поведение различных основных вкладов в со­
противление. Чтобы сравнить рассеяние, опосредованное боголонами, с рассеянием на фо­
нонах и примесях, были использованы теоретические и экспериментальные данные, пред­
ставленные в других работах [36] и параметры, характерные для 2DЭГ в GaAs и экситонов
как в GaAs, так и в MoS2 материалах. Заштрихованная жёлтым область выделяет низко­
температурный режим 𝑇 ≪ 𝑇BG, где и для GaAs, и для MoS2 𝑇BG ≈ 80 K. В этом режиме
примесное рассеяние доминирует даже в GaAs. Однако, если 𝑇 > 14 K, видно, что вклад
рассеяния 2b в удельное сопротивление может стать на порядок больше, чем все другие
вклады, если материал ДКЯ – MoS2. Примесное, фононное и 1b сопротивления имеют
сопоставимые вклады в интервале температур 20 − 50 K. Критическая температура ква­
зиконденсации экситонов (или образования вырожденного бозе-газа) в GaAs составляет
около 𝑇𝑐 ∼ 1 − 7 K [37] и может достигать 𝑇𝑐 ∼ 100 K в MoS2 [11].

27



До сих пор 2b-взаимодействие не рассматривалось применительно к 2DЭГ-БЭК­
системам, поскольку оно считалось подпадающим под теорию возмущений второго поряд­
ка при флуктуациях над основным макроскопически заполненным состоянием. Рисунок 17
демонстрирует, что это широко распространённое приближение не работает в контексте
экситонных конденсатов в материале MoS2.

Преобладание канала 2b над рассеянием 1b в экситонном слое MoS2 можно по­
нять из анализа матричных элементов и золотого правила Ферми. В случае 1b появля­
ется малый множитель (𝑢p + 𝑣−p) ∼

√︀
1 + 𝜁2 − 𝜁, где 𝜁 = (𝑀𝑠)/(~𝜆). Другими словами,

(𝑢p + 𝑣−p) ∼ (𝑝𝜉ℎ)2 ≪ 1. Напротив, такого эффекта самокомпенсации нет в 2b, где появля­
ется произведление 𝑢p𝑣p ∼ (𝑝𝜉ℎ)−1 ≫ 1. Здесь напрашивается сравнение с акустическими
фононами, где такой эффект компенсации отсутствует, так что однофононное рассеяние
даёт больший вклад, чем двухфононное рассеяние.

Для любого металла в нормальном (не сверхпроводящем) состоянии сила элек­
трон-фононного взаимодействия отвечает за сопротивление ввиду присутствия процессов
рассеяния. Очевидно, что чем больше сила взаимодействия (которая в основном опреде­
ляется матричным элементом взаимодействия), тем больше сопротивление. В сверхпрово­
дящей фазе спаривание электронов также обеспечивается взаимодействием с фононами
(или боголонами [38]). Действительно, для сверхпроводимости ключевую роль играет тот
же матричный элемент электрон-фононного взаимодействия. Чем он больше, тем больше
сверхпроводящая щель, что означает хорошую (устойчивую) сверхпроводимость. Крити­
ческая температура также определяется силой электрон-фононного (боголонного) взаимо­
действия. Это позволяет нам предположить, что “плохие” проводники в нормальной фазе
являются “хорошими” сверхпроводниками и предложить альтернативный механизм вы­
сокотемпературной сверхпроводимости за счёт взаимодействия с парами боголюбовских
возбуждений, рассматриваемой в следующей главе.

В разделе 4.4 приведены краткие выводы к главе 4. Четвёртая глава написана на
основе работ соискателя [A13, A14, A15, A16].

Пятая глава посвящена сверхпроводимости в гибридных бозе-фермиевских си­
стемах и взаимодействию двумерных сверхпроводников со светом.

В разделе 5.1 развита теория сверхпроводимости, опосредованной двухбоголон­
ными процессами в рамках теории БКШ в гибридной системе графен – 2D конденсат
(рис. 18). Рассматривается случай легированного графена с энергией Ферми, достаточно
удалённой от точек Дирака [1, 39]. :Как и в предыдущей главе производилось разделе­
ние волновой функции экситонного газа на конденсированную часть и надконденсатные
частицы с последующим боголюбовским преобразованием. Далее в рамках теории БКШ
боголонные степени свободы в гамильтониане были проинтегрированы с использовани­
ем преобразования Шриффера–Вольфа [14], в результате чего был найден эффективный
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Рис. 18 — Схематическое изображение системы: гибридная система, состоящая из элек­
тронного газа в графене (верхний слой) на расстоянии 𝑙 от двумерного конденсата
Бозе–Эйнштейна, представленного непрямыми экситонами, где 𝑛-легированный (крас­
ный) и 𝑝-легированный (синий) слои разделены буферным слоем толщиной 𝑑.

гамильтониан для 1b или 2b спаривания (𝜆 = 1b, 2b):

ℋ(𝜆)
eff = ℋ0 +

∑︁

k,k′,p

∑︁

𝜎,𝜎′

∑︁

𝜂,𝛽

𝑉 𝜂𝛽
𝜆 (𝑝)

2𝐿2
𝑐†

𝜂,k+p,𝜎𝑐𝛽,k,𝜎𝑐†
𝜂,k′−p,𝜎′𝑐𝛽,k′,𝜎′ + (26)

+
∑︁

k,k′,p

∑︁

𝜎,𝜎′

∑︁

𝜂 ̸=𝛽

𝑉𝜆(𝑝)

2𝐿2
𝑐†

𝜂,k+p,𝜎𝑐𝜂,k,𝜎𝑐†
𝛽,k′−p,𝜎′𝑐𝛽,k′,𝜎′ .

Здесь ℋ0 – кинетическая энергия электронов в графене, 𝑉 11
𝜆 (𝑝),𝑉 22

𝜆 (𝑝) = 𝑉𝜆(𝑝) – матричные
элементы, ответственные за внутридолинное рассеяние электронов, а 𝑉

12(21)
𝜆 (𝑝) = 𝑉𝜆(𝑝∓𝑄)

– матричные элементы междолинного рассеяния, где 𝑄 = |K − K′| – разность импульсов
между точками Дирака неэквивалентных долин. Соответствующие диаграммы Фейнмана
для двухэлектронных процессов представлены на рис. 19.

Были найдены матричные элементы электрон-электронного спаривания,

𝑉1𝑏(𝑝) = − 𝑛𝑐

𝑀𝑠2
𝑔2

𝑝 ≡ −𝜒1, 𝑉2𝑏(𝑝) = −𝜒2

𝑝

⎛
⎝1 +

8

𝜋

𝑝/2∫︁

𝐿−1

𝑁𝑞𝑑𝑞√︀
𝑝2 − 4𝑞2

⎞
⎠ , (27)

где 𝜒2 = 𝑀2𝑠𝑔2
𝑝/4~3 и 𝑔𝑝 = 𝑒2

0(1 − 𝑒−𝑝𝑑)𝑒−𝑝𝑙/2𝜖𝑑𝑝. Член 𝑉1𝑏(𝑝) соответствует электрон-элек­
тронному спариванию, опосредованному одним боголюбовским возбуждением БЭК, тогда
как 𝑉2𝑏(𝑝) описывает 2b процессы. Из сравнения формул (27) видно, что, в отличие от
1b сверхпроводимости, сила потенциала спаривания 2b содержит дополнительный зави­
симый от температуры член, пропорциональный бозевскому распределению боголонов,
𝑁𝑞 ≡ [exp(~𝜔𝑞/𝑘𝐵𝑇 ) − 1]−1. Далее были решены уравнения Горькова [14] и найдена СП
щель и критическая температура (рис. 20).

Из-за природы 2b взаимодействия электронов, матричные элементы которого
𝑢p𝑣p ∝ (𝑝𝜉ℎ)−1, возникающий член 1/𝑝 в потенциале спаривания 𝑉2𝑏(𝑝), компенсирует
малость, происходящую из плотности состояний 𝒟(𝜇) ∼ 𝑝. Видно, что СП щель и кри­
тическая температура растут с ростом 𝑛𝑐. Как и должно быть, найденное нами значение
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Ðèñ. 19 � Äèàãðàììû Ôåéíìàíà, èëëþñòðèðóþùèå âíóòðèäîëèííûå (a), (b) è ìåæäîëèí•
íûå (c)�(f) ïðîöåññû ñïàðèâàíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ãàìèëüòîíèàíîì (26). Êðàñíûå è ÷¼ðíûå
ëèíèè îïèñûâàþò ýëåêòðîíû â äîëèíàõ K è K 0, ñîîòâåòñòâåííî.

Tc (äî 70 K) ìåíüøå òåìïåðàòóðû îáðàçîâàíèÿ ÁÝÊ (îêîëî 100 K) â ñëîÿõ íåïðÿìûõ

ýêñèòîíîâ MoS 2 [11].

Îïèñàííàÿ âûøå òåîðèÿ íàïðÿìóþ ïðèìåíèìà è ê 2DÝÃ ñ ïàðàáîëè÷åñêîé äèñïåð•

ñèåé (åñëè âìåñòî ãðàôåíà âçÿòü ïîëóïðîâîäíèê). Íà ðèñ. 21 ïîêàçàíî ñðàâíåíèå ìåæäó

ÑÏ ïàðàìåòðàìè ïîðÿäêà çà ñ÷¼ò 1b è 2b ïðîöåññîâ â ïàðàáàëè÷åñêîì ñëó÷àå. Ïðè òîé

æå ïëîòíîñòè êîíäåíñàòà nc è êîíöåíòðàöèè ýëåêòðîíîâ â 2DÝÃ ne, èíäóöèðîâàííàÿ 2b

ïðîöåññàìè ùåëü � 2b(T) áîëüøå, ÷åì � 1b(T). Òàêîå ðàçëè÷èå â ïîâåäåíèè äâóõ ùåëåé âû•

Ðèñ. 20 � (à) Òåìïåðàòóðíàÿ çàâèñèìîñòü ÑÏ ùåëè äëÿ 2b ïðîöåññîâ ñ ó÷åòîì ÷ëåíîâ,
ñîäåðæàùèõ Nq (øòðèõîâàÿ êðèâàÿ), è áåç âêëàäàNq (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ). Èñïîëüçîâà•
ëèñü ïàðàìåòðû nc = 2:5 � 1011 (êðàñíàÿ êðèâàÿ) è nc = 2:0 � 1011 ñì � 2 (÷¼ðíàÿ êðè•
âàÿ); ne = 7:0 � 1011 ñì � 2; d = 1 íì. Òàêæå áûëà ó÷òåíà òåìïåðàòóðíàÿ çàâèñèìîñòü nc:
~nc = nc

�
1 � (T=TBEC )2�

ñ TBEC = 100 K. (á) Êðèòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà ÑÏ ïåðåõîäà êàê
ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè êîíäåíñàòà äëÿ 2b âçàèìîäåéñòâèÿ c (êðàñíàÿ ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ) è
áåç (÷¼ðíàÿ ñïëîøíàÿ êðèâàÿ) âêëàäà, ñîäåðæàùåãî ÷ëåíû ñ Nq. Ñèíÿÿ êðèâàÿ ïîêàçûâà•
åò òåìïåðàòóðó ïåðåõîäà ÁÊÒ êàê ôóíêöèè ïëîòíîñòè êîíäåíñàòà. Áûëè èñïîëüçîâàíû
ïàðàìåòðû, òèïè÷íûå äëÿ MoS 2 è hBN: � d = 4:89, me = 0:46m0 è M = m0.
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Ðèñ. 21 � Ñâåðõïðîâîäÿùàÿ ùåëü êàê ôóíêöèÿ òåìïåðàòóðû. Êðàñíàÿ ñïëîøíàÿ êðèâàÿ
ïîêàçûâàåò 2b ùåëü áåç ó÷¼òà ÷ëåíîâ, ñîäåðæàùèõNq. ×¼ðíàÿ ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ ïîêà•
çûâàåò ïîëíóþ òåìïåðàòóðíóþ çàâèñèìîñòü (âêëþ÷àÿ âëèÿíèå ÷ëåíà, ñîäåðæàùåãî Nq).
Íà âñòàâêå äëÿ ñðàâíåíèÿ ïîêàçàíà ÑÏ ùåëü äëÿ 1b ïðîöåññîâ. Èñïîëüçîâàëèñü ïàðàìåò•
ðû, õàðàêòåðíûå äëÿ MoS2 è hBN, à òàêæåd = 1 íì, l = 2:5 íì; ne = 1:2 � 1012 ñì � 2 è
nc = 5:0 � 1010 ñì � 2.

çâàíî îòíîøåíèåì äâóõ ýôôåêòèâíûõ ïîòåíöèàëîâ ýëåêòðîí-ýëåêòðîííîãî ñïàðèâàíèÿ,

V1b=V2b � (� hkF )(nc� 2
h) � 1. Áîëåå òîãî, ïîïðàâêà çà ñ÷¼ò êîíå÷íîé òåìïåðàòóðû ê 2b

ïîòåíöèàëó ñïàðèâàíèÿ ïðèâîäèò ê äîïîëíèòåëüíîìó óâåëè÷åíèþ ùåëè ñ óâåëè÷åíèåì

òåìïåðàòóðû. Â ðåçóëüòàòå 2b ùåëü äåìîíñòðèðóåò ÿðêî âûðàæåííóþ íåìîíîòîííóþ òåì•

ïåðàòóðíóþ çàâèñèìîñòü.

Êàê ñëåäóåò èç ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé, êàê � , òàê èTc ðàñòóò (i) ñ óâåëè÷åíèåìnc

(ââèäó èõ çàâèñèìîñòè îò ñêîðîñòè çâóêàs, êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, îïðåäåëÿåòñÿ nc); (ii)

c óìåíüøåíèåì ne (ââèäó çàâèñèìîñòè îò âîëíîâîãî âåêòîðà Ôåðìè pF â ýêñïîíåíöèàëü•

íîì ìíîæèòåëå gpF ). Òàêæå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî êóëîíîâñêîå îòòàëêèâàíèå íå ðàçðóøàåò

ñâåðõïðîâîäèìîñòü, îïîñðåäîâàííóþ 2b ïðîöåññàìè â ðàçóìíîì äèàïàçîíå ïàðàìåòðîâ.

Ñòðîãî ãîâîðÿ, òåîðèÿ ÁÊØ � ýòî òåîðèÿ ñëàáîé ñâÿçè, è å¼ ðåçóëüòàòû õîðîøî

îïèñûâàþò òîëüêî ñëó÷àé � (2b)
s � 1. Â íàøåì æå ñëó÷àå ïîëó÷èëîñü � (2b)

s � 0:5, è ïîýòî•

ìó íåîáõîäèìî ðàçâèâàòü òåîðèþ ñèëüíîé ñâÿçè, ÷åìó ïîñâÿù¼í ðàçäåë 5.2 , â êîòîðîì,

èñïîëüçóÿ òåõíèêó ôóíêöèé Ãðèíà, âû÷èñëÿåòñÿ ñèëà ýëåêòðîí-áîãîëîííîãî âçàèìîäåé•

ñòâèÿ� (2b)
s è îöåíèâàåòñÿ êðèòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà ÑÏ ïåðåõîäà. Äëÿ âûâîäà óðàâíåíèé

Ýëèàøáåðãà èñïîëüçîâàëñÿ ôîðìàëèçì Íàìáó�Ãîðüêîâà [14] â ÷àñòîòíîì ïðåäñòàâëåíèè

Ìàöóáàðû. Ñîáñòâåííûå ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíîâ è áîãîëîíîâ, �̂ 1b è �̂ 2b, ìîãóò

áûòü íàéäåíû èç óðàâíåíèÿ Äàéñîíà â ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé, â ñîîòâåòñòâèè

ñ äèàãðàììàìè, ïðåäñòàâëåííûìè íà ðèñ. 22. Êàê óæå áûëî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, âêëàä

2b ïðîöåññîâ ÿâëÿåòñÿ äîìèíèðóþùèì, �̂ 2b � �̂ 1b. Îñòàëüíûå ÷ëåíû, òàêèå êàê ïðîöåññû,

îïîñðåäîâàííûå òðåìÿ, ÷åòûðüìÿ è ò.ä. áîãîëîíàìè, äàþò ìåíüøèé âêëàä.

Äàëåå â ðàìêàõ òåîðèè Ýëèàøáåðãà íåîáõîäèìî ðàçëîæèòü ìàòðèöó ñîáñòâåííî•

ýíåðãåòè÷åñêîé ÷àñòè è ïåðåïèñàòü å¼ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ìàòðèö Ïàóëè ñî ñêà•
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ëÿðíûìè ôóíêöèÿìè â êà÷åñòâå êîýôôèöèåíòîâ [40],

�̂( k;i$ k) = i$ k [1 � Z (k;i$ k)] � 0 + � (k;i$ k)� 3 + + � (k;i$ k)� 1 + �� (k;i$ k)� 2; (28)

ãäå$ k è ! n � ìàöóáàðîâñêèå ÷àñòîòû ôåðìèîíîâ è áîçîíîâ, ñîîòâåòñòâåííî, Z (k;i$ k) �

ôóíêöèÿ ïåðåíîðìèðîâêè ìàññû, � (k;i$ k) � ýíåðãåòè÷åñêèé ñäâèã,� (k;i$ k) è �� (k;i$ k)

� ïàðàìåòðû ïîðÿäêà. Ñ ïîìîùüþ êàëèáðîâî÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ [41] ìîæíî ñäåëàòü

òàê, ÷òîáû ïàðàìåòð ïîðÿäêà �� ñòàë ðàâíûì íóëþ. Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê óðàâíåíèÿì

Ýëèàøáåðãà:

Z (k;i$ k) = 1 +
T

$ kD(pF )

X

p;n

$ nZ(p;i$ n )
H (p;i$ n )

� (k;p;k;n); (29)

� (k;i$ k) = �
T

D(pF )

X

p;n

� p + � (p;i$ n )
H (p;i$ n )

� (k;p;k;n); (30)

� (k;i$ k) =
T

D(pF )

X

p;n

� (p;i$ n )
H (p;i$ n )

[� (k;p;k;n) � D (pF )V(k � p)] ;

ãäå D(pF ) � ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé íà îäèí ñïèí íà óðîâíå Ôåðìè, V(k � p) � ìàòðè÷•

íûå ýëåìåíòû ñòàòè÷åñêîãî ýêðàíèðîâàííîãî êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, H (k;i$ k) =

[$ kZ(k;i$ k)]2 + [ � k + � (k;i$ k)]2 + [ � (k;i$ k)]2, à ýëåêòðîí-áîãîëîííàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ôóíê•

öèÿ Ýëèàøáåðãà èìååò âèä [41, 40]:

� (k;p;k;n) =
Z 1

0

2!d!
($ k � $ n )2 + ! 2

� 2F (k;p;! ); ãäå (31)

� 2F (k;p;! ) =
D(pF )g2

k � p � 2
dn2

c

2L2

� ( ! � s jk � pj)

2�s 2
q

! 2 � (s jk � pj)2
: (32)

Òåïåðü ÑÏ ùåëü ìîæíî íàéäåíà êàê �( k;i$ k) = � (k;i$ k)=Z(k;i$ k). Óðàâíåíèå �( k;i$ k) =

0 ïîçâîëÿåò íàéòè êðèòè÷åñêóþ òåìïåðàòóðó Tc. Êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 23, êðèâûå, ïîëó•

÷åííûå â ðàìêàõ òåîðèè Ýëèàøáåðãà è ÁÊØ, õîðîøî ñõîäÿòñÿ, êîãäà � p(l )
s ìàëî � êàê è

Ðèñ. 22 � Ñîáñòâåííîýíåðãåòè÷åñêèå äèàãðàììû. Äâîéíûå ñïëîøíûå ëèíèè îáîçíà÷àþò
ôóíêöèè Ãðèíà ýëåêòðîíà Ĝ. Çèãçàãîîáðàçíûìè ëèíèÿìè îáîçíà÷åíû ÷àñòèöû êîíäåíñà•
òà (òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ çèãçàãîîáðàçíàÿ ëèíèÿ äà¼ò ìíîæèòåëü

p
nc). Ïóíêòèðíûìè

ëèíèÿìè ïîêàçàíû áîãîëîíû. Âîëíèñòûå ëèíèè îáîçíà÷àþò ýëåêòðîí-ýêñèòîííîå âçàèìî•
äåéñòâèågp . Ïàíåëè (a)�(d) ñîîòâåòñòâóþò 1b ïðîöåññàì, à ïàíåëè (e)�(h) ñîîòâåòñòâóþò
2b ïðîöåññàì. Ôèçè÷åñêè äèàãðàììû â (a)�(d) îïèñûâàþò âîçáóæäåíèå ÷àñòèöû êîíäåí•
ñàòà â íàäêîíäåíñàòíîå ñîñòîÿíèå äâèæóùèìñÿ ýëåêòðîíîì, òîãäà êàê (e)�(h) îïèñûâàþò
ïîëÿðèçàöèþ êîíäåíñàòà èç-çà äâèæóùåãîñÿ ýëåêòðîíà.
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Ðèñ. 23 � Áåçðàçìåðíàÿ êðèòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà bi êàê ôóíêöèÿ áåçðàçìåðíîé êîíñòàíòû
ñâÿçè� p(l )

s . Îñíîâíîé ãðàôèê ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ ìàëûõ � p(l )
s . Íà âñòàâêå ïîêàçàí îáùèé

ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî � p(l )
s . Ñèíÿÿ ñïëîøíàÿ êðèâàÿ: ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òà ñ èñïîëüçîâàíèåì

óðàâíåíèé Ýëèàøáåðãà, bE = �T=sk F ; æ¼ëòàÿ ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ: ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òîâ ñ
èñïîëüçîâàíèåì òåîðèè ÁÊØ, bBCS = �T= 2! D .

Ðèñ. 24 � Êðèòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà ÑÏ ïåðåõîäà êàê ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè êîíäåíñàòà,
ðàññ÷èòàííàÿ â ðàìêàõ òåîðèè Ýëèàøáåðãà äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé áåçðàçìåðíîé ñèëû
êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ � �

c. Èñïîëüçîâàëèñü ïàðàìåòðû, õàðàêòåðíûå äëÿ MoS 2 (ëå•
âàÿ ïàíåëü) è ãðàôåíà (ïðàâàÿ ïàíåëü).

îæèäàëîñü. Ñ óâåëè÷åíèåì � p(l )
s ðàñõîæäåíèÿ ìåæäó äâóìÿ òåîðèÿìè ñòàíîâÿòñÿ âñ¼ áî•

ëåå è áîëåå çàìåòíûìè. Ïðè � p(l )
s ! 1 àñèìïòîòè÷åñêèé ïðåäåë äà¼ò ïî÷òè ëèíåéíóþ

çàâèñèìîñòü êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû Ýëèàøáåðãà îò êîýôôèöèåíòà ñâÿçè � p(l )
s . Òàêàÿ

çàâèñèìîñòü íå õàðàêòåðíà äëÿ îáû÷íûõ ÑÏ, îáñóæäàåìûõ â áîëåå ðàííèõ ðàáîòàõ [14], â

êîòîðûõ áûëà îáíàðóæåíà çàâèñèìîñòü Tc �
p

� s â ðàìêàõ ìîäåëè Ýéíøòåéíà. Ëèíåéíîå

ïîâåäåíèå â íàøåì ñëó÷àå ìîæíî ïîíÿòü êàê ðåçóëüòàò îñîáåííîñòåé óãëîâîé çàâèñèìîñòè

èíòåãðàëîâ â 2D ñèñòåìàõ.

Íà ðèñ. 24 ïîêàçàíà êðèòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà ÑÏ ïåðåõîäà êàê ôóíêöèÿ ïëîòíî•

ñòè êîíäåíñàòà. Äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîé äèñïåðñèè áûëè èñïîëüçîâàíû ïàðàìåòðû äëÿ MoS2,

à äëÿ ñëó÷àÿ ëèíåéíîé äèñïåðñèè � ïàðàìåòðû, õàðàêòåðíûå äëÿ ãðàôåíà. Îòìåòèì,

÷òî èññëåäóåìûå ðåçóëüòàòû íå íàõîäÿòñÿ â ïðîòèâîðå÷èè ñ òåîðåìîé Õîåíáåðãà�Ìåð•
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Ðèñ. 25 � Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ñèñòåìû. (a) Ãèáðèäíàÿ ñòðóêòóðà íîðìàëüíûé
ìåòàëë � ñâåðõïðîâîäíèê ïîä âîçäåéñòâèåì ÝÌ ïîëÿ ïàäàþùåãî ñâåòà. (b) Äèñïåðñèè
ãèáðèäíûõ ñîáñòâåííûõ ìîä ñèñòåìû. Ïóíêòèðíûå êðèâûå ñîîòâåòñòâóþùèõ öâåòîâ ïîêà•
çûâàþò èíäèâèäóàëüíûå ìîäû êàæäîãî ñëîÿ ïðè âûêëþ÷åííîì âçàèìîäåéñòâèè. (c) Ñõåìà
âíóòðèñëîéíîãî è ìåæñëîåâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ â ñèñòåìå. (d) Ñïåêòð ïîãëîùåíèÿ ýëåêòðî•
ìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ ñèñòåìîé � ðåçîíàíñ Ôàíî.

ìèíà�Âàãíåðà [9], ïîñêîëüêó âî âñåõ ðàñ÷¼òàõ, ïðîâåä¼ííûõ âûøå, ðàññìàòðèâàëèñü ñèñòå•

ìû êîíå÷íîãî ðàçìåðà.

Â ðàçäåëå 5.3ðàññìîòðåíû ãèáðèäíûå ñèñòåìû ñâåðõïðîâîäíèê � ïîëóïðîâîäíèê

è ñâåðõïðîâîäíèê � ãðàôåí (ðèñ. 25). Ýëåêòðîíû â âåðõíåì ñëîå âçàèìîäåéñòâóþò ïîñðåä•

ñòâîì êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ñîáîé è ñ êóïåðîâñêèìè ïàðàìè â ïàðàëëåëü•

íîì ñëîå. Èñïîëüçóÿ ïîëÿðèçàöèîííûå îïåðàòîðû 2DÝÃ è ñâåðõïðîâîäíèêà [42], áûëà ðå•

øåíà çàäà÷à î íàõîæäåíèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, â ðåçóëüòàòå áûëè ïîëó÷åíû äâå âåòâè

äèñïåðñèè ãèáðèäíûõ ìîä [ðèñ. 25(b)].

Äàëåå áûë ðàññìîòðåí ëèíåéíûé îòêëèê ñèñòåìû íà âíåøíåå ïîëå è ïîñ÷èòàí

êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ ñèñòåìû, P(! ) =


Re

R
d2r J(r ;t) � E � (r ;t)

�
=2, ãäå èíòåãðèðîâà•

íèå âåä¼òñÿ ïî ïëîñêîñòè íîðìàëüíîãî ìåòàëëà, à h� � �i îçíà÷àåò óñðåäíåíèå ïî âðåìåíè.

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè, kj k;! = � e!�n k;! , ãäå�n k;! îïèñûâàåò ôëóêòóàöèè

ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè â 2DÝÃ, íàõîäèì: P(! ) � e!= (2k) jR e(�n k;! )j E0, ãäå áûëî ó÷òå•

íî ýëåêòðîí-ýëåêòðîííîå âçàèìîäåéñòâèå è âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ýëåêòðîíàìè è êóïå•

ðîâñêèìè ïàðàìè, à òàêæå ñâÿçü 2DÝÃ è ñâåðõïðîâîäíèêà ñî ñâåòîì [ñì. ñõåìàòè÷åñêîå

îïèñàíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîöåññîâ íà ðèñ. 25(c)].

Èç-çà ïðèñóòñòâèÿ ðàçëè÷íûõ ìåõàíèçìîâ âçàèìîäåéñòâèÿ ñèñòåìà äåìîíñòðèðóåò

ðåçîíàíñ Ôàíî [ðèñ. 25(b)]. 2DÝÃ îêàçûâàåòñÿ î÷åíü ÷óâñòâèòåëüíûì ê èçìåíåíèþ ñîñòî•

ÿíèÿ ñâåðõïðîâîäíèêà.

Ðàçäåë 5.4ïîñâÿù¼í ôëóêòóàöèîííîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè â äâóìåðíûõ ñèñòåìàõ

ïîä âîçäåéñòâèåì âíåøíåãî ÝÌ ïîëÿ. Çäåñü è áîçîííàÿ è ôåðìèîííàÿ ïîäñèñòåìû íàõî•

äÿòñÿ â îäíîì è òîì æå ñëîå: ñèñòåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñìåñü äâóõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ

ãàçîâ ýëåêòðîíîâ è êóïåðîâñêèõ ïàð.
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Ñëåäóÿ ñòàíäàðòíîìó ïîäõîäó [43], ðàññìàòðèâàåòñÿ çàâèñèìàÿ îò âîëíîâîãî âåê•

òîðà è ÷àñòîòû äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü 2DÝÃ ñ ó÷¼òîì ÑÔ,

"(k;! ) = 1 + i
4�k

(� d + 1) !

�
� D

k! + � AL
k!

�
; (33)

ãäå � D
k! è � AL

k! � ïðîâîäèìîñòè Äðóäå è Àñëàìàçîâà�Ëàðêèíà. Óðàâíåíèå "(k;! ) = 0 ïîç•

âîëÿåò íàéòè çàêîí äèñïåðñèè êîëëåêòèâíûõ ìîä è èõ çàòóõàíèå. Â îòñóòñòâèå âíåøíèõ

âîçìóùåíèé êóïåðîâñêèå ïàðû ïîä÷èíÿþòñÿ êëàññè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ Ðýëåÿ-Äæèí•

ñà f 0(p) = T="p , ãäå p � èìïóëüñ öåíòðà ìàññ êóïåðîâñêîé ïàðû, òåìïåðàòóðà T áåð¼ò•

ñÿ â åäèíèöàõ ýíåðãèè, à "p = � AL Tc(� T + � 2
cp2=~2) = p2=4me + � AL Tc� T � ýíåðãèÿ, ãäå

� T = ( T � Tc)=Tc > 0 � ïðèâåä¼ííàÿ òåìïåðàòóðà [44]; � AL ôèêñèðóåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

4me� AL Tc� 2
c=~2 = 1; äëèíà êîãåðåíòíîñòè � c â 2D îáðàçöàõ èìååò ðàçíûå îïðåäåëåíèÿ äëÿ

ñëó÷àåâ ÷èñòîãîT �=~ � 1 è �ãðÿçíîãî� ðåæèìîâ T �=~ � 1, ãäå � � âðåìÿ ðåëàêñàöèè

ýëåêòðîíîâ, êîòîðîå äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü ïîñòîÿííûì. Îáà ðåæèìà ñøèâàþòñÿ â

îáùåì âûðàæåíèè � 2
c = v2

F � 2

2

h
 d

�
1
2

�
�  d

�
1
2 + ~

4�T �

�
+

~ 0
d( 1

2 )
4�T �

i
, ãäå  d(x) � äèãàììà-ôóíê•

öèÿ, à vF = ~
p

4�n e=me � ñêîðîñòü Ôåðìè. Èíäóöèðîâàííîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå E i (k; ! ),

âûçâàííîå ôëóêòóàöèÿìè ïëîòíîñòè çàðÿäà, ìîæíî íàéòè èç óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â êâàçè•

ñòàòè÷åñêîì ïðåäåëå (êîãäà ýôôåêòàìè çàïàçäûâàíèÿ, êàê ïðàâèëî, ìîæíî ïðåíåáðå÷ü).

Ïîñêîëüêó vF � u, ãäåu = p=2me � ñêîðîñòü êóïåðîâñêîé ïàðû, ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïðî•

ñòðàíñòâåííîé äèñïåðñèåé îáåèõ ïðîâîäèìîñòåé, ÷òî äà¼ò

� D
! = e2

Z
dp

(2� ~)2

v2
x �

1 � i!�

�
�

@F0

@~"p

�
; � AL

! = (2 e)2
Z

dp
(2� ~)2

u2
x � p

1 � i!� p

�
�

@f0
@"p

�
; (34)

ãäåvx , ~"p = p2=2me, è F0 � ñêîðîñòü, ýíåðãèÿ è ðàâíîâåñíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ôåðìè

íîðìàëüíûõ ýëåêòðîíîâ, à � p = ~�� AL =(16"p ) � âðåìÿ æèçíè êóïåðîâñêîé ïàðû.

Èñïîëüçóÿ óð. (34), ìîæíî ïåðåïèñàòü (33) â âèäå

�
!
! p

� 2

+ i
�

1
! p�

+ ! p�
� AL

!

� D
0

� �
!
! p

�
�

� AL
!

� D
0

� 1 = 0; (35)

ãäå! 2
p = 4�e 2nek=me(� d + 1) � ÷àñòîòà ïëàçìîíà â 2DÝÃ è � D

0 = e2ne�=me � ñòàòè÷åñêàÿ

ïðîâîäèìîñòü Äðóäå; � AL
0 = e2=(16~� T ) � ñòàòè÷åñêàÿ ïðîâîäèìîñòü ÀË. ÝÌ ïîëå, èíäóöè•

ðîâàííîå ïëàçìåííûìè êîëåáàíèÿìè íîðìàëüíûõ ýëåêòðîíîâ, ÿâëÿåòñÿ êâàçèñòàòè÷åñêèì

äëÿ ôëóêòóèðóþùèõ êóïåðîâñêèõ ïàð, è ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ÷àñòîòíîé çàâèñèìîñòüþ ïðî•

âîäèìîñòè ÀË â îêðåñòíîñòè ïëàçìåííîãî ðåçîíàíñà. Òîãäà óð. (35) ìîæåò áûòü ðåøåíî

òî÷íî,

! = ! p

s

1 +
� AL

0

� D
0

�
�

1
2! p�

+
! p�
2

� AL
0

� D
0

� 2

�
i
2

�
1
�

+ ! 2
p�

� AL
0

� D
0

�
: (36)

Ó îòñóòñòâèå ÑÔ (� AL
0 = 0), óð. (36) ïåðåõîäèò â ïðèâû÷íîå íàì âûðàæåíèå äëÿ ïëàç•

ìåííîé ÷àñòîòû ýëåêòðîííîãî ãàçà. Î÷åâèäíî, ÷òî ïëàçìåííàÿ âåòâü ìîæåò ñóùåñòâî•
35



Ðèñ. 26 � Îòíîøåíèå ýëåêòðè÷åñêèõ òîêîâ ÀË è Äðóäå êàê ôóíêöèÿ ÷àñòîòû âíåøíåãî
ÝÌ ïîëÿ äëÿ ðàçíûõ òåìïåðàòóð. Íà âñòàâêå ïîêàçàíî ñîîòíîøåíèå òîêîâ êàê ôóíêöèÿ
÷àñòîòû äëÿ ðàçíûõ ïëîòíîñòåé ýëåêòðîíîâ äëÿ T = 10:3 K.

âàòü òîëüêî ïðè ñëàáîì ðàññåÿíèè, 2! p� > 1. Ïîëàãàÿ � AL
0 � � D

0 è ! p� � 1, íàõîäèì

! = ! p

r

1 �
�

! p �
2

� AL
0

� D
0

� 2
� i ! 2

p �
2

� AL
0

� D
0

. Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ âèäíî, ÷òî äàæå åñëè âçÿòü íåáîëü•

øèì êîýôôèöèåíò � AL
0 =� D

0 � 1, åãî ìàëîñòü ìîæíî êîìïåíñèðîâàòü áîëüøèì (ïëàçìåí•

íûì) ôàêòîðîì ! c� � 1, ÷òî äåëàåò èõ ïðîèçâåäåíèå íå îáÿçàòåëüíî ìàëûì. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî âçàèìîäåéñòâèå íîðìàëüíûõ ýëåêòðîíîâ ñ ôëóêòóèðóþùèìè êóïåðîâñêèìè ïàðàìè

ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíîé ïåðåíîðìèðîâêå çàòóõàíèÿ.

Òîê óâëå÷åíèÿ íîðìàëüíûõ ýëåêòðîíîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåëèíåéíûé îòêëèê

ñèñòåìû íà âíåøíåå ÝÌ âîçìóùåíèå, è â ñëó÷àå ïðîäîëüíûõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí îí

èìååò âèä [45] j (e) = k
2e!n e

�
�
� � D

! E0

" (k ;! )

�
�
�
2
, ãäå� D

! = � D
0 =(1� i!� ). Íàëè÷èå ôóíêöèè "(k;! ) â çíàìå•

íàòåëå çäåñü îòðàæàåò ýêðàíèðîâêó âíåøíåãî ïîëÿ íîñèòåëÿìè çàðÿäà, â òîì ÷èñëà ÑÔ.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ òîêà çàïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèå Áîëüöìàíà [44] äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëå•

íèÿ ÑÔ. Çàòåì, íàõîäèì ïîïðàâêè ê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ çà ñ÷¼ò âíåøíåãî ÝÌ ïîëÿ �

äî âòîðîãî ïîðÿäêà, f = f 0 + f 1 + f 2 + o(f 3), ïîñêîëüêó j AL = 2e
R dp

(2� ~)2 ux f 2. Â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷àåì:

j AL =
k

2e!n e

� AL
0

� D
0

�
�
�
�

� D
! E0

" (k;! )

�
�
�
�

2

G (� ! ) ; (37)

ãäå � ! = � ~!= 16Tc� T è G(� ! ) = 1
� 3

!

n
2� ! [� ! !� � (� ! + 2!� ) arctan(� ! )] + (2 � ! � � 2

! !� +

2!� ) ln(1 + � 2
! )

o
. Ñîîòíîøåíèå òîêîâ Äðóäå è ÀË ïîêàçàíî íà ðèñ. 26. Âèäíî, ÷òî ñ óìåíü•

øåíèåì � T è ne ðîëü ïîïðàâîê ÀË âîçðàñòàåò è ñòàíîâèòñÿ çíà÷èòåëüíîé.

Îáîáùèì íàøå ðàññìîòðåíèå íà ñëó÷àé ÑÏ âî ôëóêòóàöèîííîì ðåæèìå ïîä äåé•

ñòâèåì ïîñòîÿííîãî ÌÏ. Òåïåðü ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ êîìïîíåíòàìè òåíçîðîâ ìàãíè•

òîïðîâîäèìîñòåé Äðóäå è ÀË. Íàì èíòåðåñåí ñïåêòð ïîãëîùåíèÿ, êîòîðûé ìîæåò áûòü

âûâåäåí èç ìíèìîé ÷àñòè ïëàçìîííîé äèñïåðñèè, �( ! k ; ! c). Ýêñïåðèìåíòàëüíîå íàáëþäå•

íèå ïëàçìåííîãî ðåçîíàíñà âîçìîæíî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ !� � 1 (÷òîáû ïðèìåñíîå
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Ðèñ. 27 � Çàòóõàíèå ìàãíèòîïëàçìåííîãî ðåçîíàíñà Im 
 = Im(!=! k) êàê ôóíêöèÿ íîð•
ìèðîâàííîé öèêëîòðîííîé ÷àñòîòû 
 c = ! c=! k . (à) Çàâèñèìîñòü çàòóõàíèÿ ïëàçìîíà îò
ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè: ne = 5 � 1013 ñì � 2 (çåë¼íûå êðèâûå) è1014 ñì � 2 (êðàñíûå êðèâûå)
ïðè T = 10:1 K. (b) Çàâèñèìîñòü çàòóõàíèÿ ïëàçìîíà îò òåìïåðàòóðû: T = 10:02 K (êðàñ•
íûå êðèâûå) è 10:9 K (çåë¼íûå êðèâûå) ïðè ne = 5 � 1013 ñì � 2. Ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè íà
îáåèõ ïàíåëÿõ äëÿ ñðàâíåíèÿ ïîêàçàíû êðèâûå çàòóõàíèÿ ïëàçìîíà áåç ó÷¼òà ÑÔ. Âðåìÿ
ðàññåÿíèÿ � = 5 � 10� 10 ñ.

çàòóõàíèå íå ïðåïÿòñòâîâàëî îáðàçîâàíèþ ïëàçìîíîâ). Ïðè ýòîì óñëîâèè ÑÏ íàõîäèò•

ñÿ â ò.í. �÷èñòîì ðåæèìå�, êîãäà ýôôåêòû íåëîêàëüíîñòè èãðàþò ñóùåñòâåííóþ ðîëü [46].

Îáùåå âûðàæåíèå äëÿ ÷àñòîòíî-çàâèñèìîé ïàðàïðîâîäèìîñòè ïðè êîíå÷íîì ÌÏ è ïîïðàâ•

êàõ íà íåëîêàëüíîñòü èìååò âèä [46]: � AL
xx (!;! c) = � AL

0 (!;! c)
h

1� i!� +2 ! 2
c � 2

(1� i!� )2+ ! 2
c � 2

i 2
, ãäå� AL

0 (!;! c)

� ïàðàïðîâîäèìîñòü â �ëîêàëüíîì ïðèáëèæåíèè�, à îñòàëüíûå ÷ëåíû â ýòîì âûðàæåíèè

ó÷èòûâàþò íåëîêàëüíûå ïîïðàâêè.

Îöåíèì çàòóõàíèå ìàãíèòîïëàçìîíà àíàëèòè÷åñêè â ïðåäåëå ñëàáîãî ðàññåÿíèÿ

ýëåêòðîíîâ íà ïðèìåñÿõ, ! p� � 1. Äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä

! 2 = ! 2
p +

1 � 2i!�
� 2

+ i
! 2

k

!�

�
1 + � c(! )

(1 � i!� + 2! 2
c � 2)2

(1 � i!� )2 + ! 2
c � 2

�
; (38)

ãäå� c(! ) = � AL
0 (!;! c)=� D

0 îïðåäåëÿåò ñèëó âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó íîðìàëüíûìè ýëåêòðî•

íàìè è ÑÔ. Â îòñóòñòâèå ÑÔ, � c(! ) = 0 , è óð. (38) ìîæåò áûòü ðåøåíî ìåòîäîì ïîñëå•

äîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé â ïðåäåëå !� � 1, ÷òî äà¼ò! = ! p � i � . Ñëåäóåò îòìåòèòü,

÷òî ! p� � 1, ÷òî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì íàáëþäåíèÿ ìàãíèòîïëàçìîííîãî ðåçîíàíñà. Ðàçóìå•

åòñÿ, ïðè ìàëûõ ÌÏ äèñïåðñèÿ ìàãíèòîïëàçìîíà äîëæíà ñîâïàñòü ñ ÷àñòîòîé �ãîëîãî� 2D

ïëàçìîíà ! k , òîãäà êàê ñ óâåëè÷åíèåì ÌÏ, ! p ïðèáëèæàåòñÿ ê öèêëîòðîííîé ÷àñòîòå ! c.

Âûðàæåíèå (38) òî÷íîå. Â ïðåäåëå !� � 1 îíî ðåøàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ïðè•

áëèæåíèÿìè. Â ñàìîì íèçêîì ïîðÿäêå ïîäñòàâëÿåì ! = ! p â ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî âûðàæå•

íèÿ, è èç óð. (38) ñíîâà íàõîäèì ! = ! p � i �( ! k ; ! c), ãäå

�( ! k ; ! c) =
1
�

�
! 2

k

2! 2
p�

�
1 � � c

4! 4
c � 2 � ! 2

p

! 2
k

�
: (39)

Ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî íàëè÷èå ÑÔ ïðèâîäèò ê ñóæåíèþ ðåçîíàíñà, ïîñêîëüêó

� AL
0 =� D

0 > 0, è, ñëåäîâàòåëüíî, 1 � � AL
0 =� D

0 < 1. Â ñëó÷àå æå ñèëüíûõ ÌÏ, ! c � ! k ,
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� = [1 + 2( ! c� )2� c]=� , ÷òî ñîîòâåòñòâóåò óøèðåíèþ ðåçîíàíñà â îòëè÷èå îò ïðåäåëüíîãî

ñëó÷àÿ ñëàáûõ ïîëåé.

Â ðàçäåëå 5.5ïðèâåäåíû êðàòêèå âûâîäû ê ãëàâå 5. Ïÿòàÿ ãëàâà íàïèñàíà íà

îñíîâå ðàáîò ñîèñêàòåëÿ [A17, A18, A19, A20, A21, A22, A23, A24].

Â çàêëþ÷åíèè ïðèâåäåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû:

1. Ðàçðàáîòàíà ìèêðîñêîïè÷åñêàÿ òåîðèÿ ôîòîãàëüâàíè÷åñêîãî ýôôåêòà â äâóìåð•

íûõ ïîëóïðîâîäíèêàõ íà îñíîâå äèõàëüêîãåíèäîâ ïåðåõîäíûõ ìåòàëëîâ ïîä äåé•

ñòâèåì ñèëüíîãî äîëèííî-ñåëåêòèâíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ íàêà÷êè.

2. Ðàçâèòà ñòàöèîíàðíî-íåðàâíîâåñíàÿ ìèêðîñêîïè÷åñêàÿ òåîðèÿ ôîòîèíäóöèðî•

âàííîãî äîëèííîãî ýôôåêòà Õîëëà â äâóìåðíûõ äèðàêîâñêèõ ìàòåðèàëàõ.

3. Ðàçðàáîòàíà ìèêðîñêîïè÷åñêàÿ òåîðèÿ ôîòîèíäóöèðîâàííîãî êâàíòîâîãî äî•

ëèííîãî ýôôåêòà Õîëëà â ñèñòåìå äâóìåðíûõ íåïðÿìûõ ýêñèòîíîâ.

4. Ðàçâèòà òåîðèÿ ýôôåêòà ôîòîííîãî óâëå÷åíèÿ â äâóìåðíûõ ýêñèòîííûõ ñèñòå•

ìàõ ïîä äåéñòâèåì âíåøíåãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

5. Ðàññ÷èòàí ôîòîèíäóöèðîâàííûé ýëåêòðè÷åñêèé òîê, âîçíèêàþùèé â ñèñòåìå,

ñîäåðæàùåé Áîçå-êîíäåíñàò ýêñèòîíîâ ïîä âîçäåéñòâèåì âíåøíåãî ýëåêòðîìàã•

íèòíîãî ïîëÿ ñ ÷àñòîòîé, ïðåâûøàþùåé ïîòåíöèàë èîíèçàöèè ýêñèòîíà.

6. Ðàçðàáîòàíà òåîðèÿ ïàðàìàãíèòíîãî ðåçîíàíñà â ñïèí-ïîëÿðèçîâàííîì ïîëÿðè•

òîííîì èëè ýêñèòîííîì ãàçå â ìèêðîðåçîíàòîðàõ ñ áåñïîðÿäêîì.

7. Ðàçâèòà ìèêðîñêîïè÷åñêàÿ òåîðèÿ êâàíòîâûõ ïðûæêîâ ïðèìåíèòåëüíî ê ýêñè•

òîí-ïîëÿðèòîíàì â ïëîñêèõ ìèêðîðåçîíàòîðàõ.

8. Ðàçðàáîòàíà ìîäåëü ìàãíèòîïëàçìåííîãî ðåçîíàíñà â ãèáðèäíîé ñèñòåìå, ñîñòî•

ÿùåé èç âçàèìîäåéñòâóþùèõ ýëåêòðîííîãî ãàçà è ãàçà äèïîëüíûõ ýêñèòîíîâ.

9. Èññëåäîâàíî ÿâëåíèå çàõâàòà ýëåêòðîíîâ ïðèòÿãèâàþùèì êóëîíîâñêèì ïðèìåñ•

íûì öåíòðîì, çàêëþ÷¼ííûì â ãèáðèäíóþ áîçå-ôåðìèåâñêóþ ñèñòåìó, ñîñòîÿ•

ùóþ èç ïðîñòðàíñòâåííî ðàçäåë¼ííîãî äâóìåðíîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà è ãàçà

äèïîëüíûõ ýêñèòîíîâ â ñîñòîÿíèè êîíäåíñàöèè.

10. Ðàçðàáîòàí ôîðìàëèçì Áëîõà�Ãðýíàéçåíà ïðèìåíèòåëüíî ê òðàíñïîðòó ýëåê•

òðîíîâ, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ äâóìåðíûì áîçå-êîíäåíñèðîâàííûì ãàçîì äè•

ïîëüíûõ ýêñèòîíîâ ïîñðåäñòâîì êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

11. Ðàçâèòà òåîðèÿ ñâåðõïðîâîäÿùåãî ñïàðèâàíèÿ ýëåêòðîíîâ ñ ó÷àñòèåì áîãîëîíîâ

â ðàìêàõ ìîäåëè ÁÊØ (ðåæèì ñëàáîé ñâÿçè) è ðàññ÷èòàíà êðèòè÷åñêàÿ òåìïå•

ðàòóðà ñâåðõïðîâîäÿùåãî ïåðåõîäà â ãðàôåíå è äèõàëüêîãåíèäàõ ïåðåõîäíûõ

ìåòàëëîâ. Ðàçðàáîòàíà òåîðèÿ ñïàðèâàíèÿ ýëåêòðîíîâ ñ ó÷àñòèåì áîãîëîíîâ â

ðàìêàõ ìîäåëè Ýëèàøáåðãà (ðåæèì ñèëüíîé ñâÿçè).

12. Ïîñòðîåíà òåîðèÿ ïëàçìåííîãî è ìàãíåòîïëàçìåííîãî ðåçîíàíñîâ â äâóìåðíûõ

ìàòåðèàëàõ â îêðåñòíîñòè òåìïåðàòóðû ïåðåõîäà â ñâåðõïðîâîäÿùåå ñîñòîÿíèå

(âûøå òåìïåðàòóðû ïåðåõîäà), ãäå ñâåðõïðîâîäÿùèå ôëóêòóàöèè ìîãóò áûòü

îïèñàíû òåîðèåé Àñëàìàçîâà�Ëàðêèíà. Îïèñàí êîãåðåíòíûé ôîòîãàëüâàíè÷å•

ñêèé ýôôåêò â ñâåðõïðîâîäíèêàõ âî ôëóêòóàöèîííîì ðåæèìå.

38



Ïóáëèêàöèè àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè

[A1] Kovalev V. M., Savenko I. G. Photogalvanic currents in dynamically gapped transition

metal dichalcogenide monolayers // Phys. Rev. B. {{ 2019. {{ Vol. 99. {{ P. 075405.

[A2] Valley Hall transport of photon-dressed quasiparticles in two-dimensional Dirac semicon-

ductors / V. M. Kovalev, W.-K. Tse, M. V. Fistul, I. G. Savenko // New J. Phys. {{

2018. {{ Vol. 20. {{ P. 083007.

[A3] Vakulchyk I., Kovalev V. M., Savenko I. G. Nonequilibrium theory of the photoinduced

valley Hall e�ect // Phys. Rev. B. {{ 2021. {{ Vol. 103. {{ P. 035434.

[A4] Kovalev V. M., Savenko I. G. Quantum anomalous valley Hall e�ect for bosons // Phys.

Rev. B. {{ 2019. {{ Vol. 100. {{ P. 121405.

[A5] Boev M. V., Kovalev V. M., Savenko I. G. Resonant Photon Drag of Dipolar Excitons //

JETP Lett. {{ 2018. {{ Vol. 107. {{ P. 737{741.

[A6] Kovalev V. M., Miroshnichenko A. E., Savenko I. G. Photon drag of a Bose-Einstein

condensate // Phys. Rev. B. {{ 2018. {{ Vol. 98. {{ P. 165405.

[A7] Kovalev V. M., Boev M. V., Savenko I. G. Proposal for frequency-selective photodetector

based on the resonant photon drag e�ect in a condensate of indirect excitons // Phys.

Rev. B. {{ 2018. {{ Vol. 98. {{ P. 041304.

[A8] Kovalev V. M., Savenko I. G. Photoinduced electric currents in Bose{Einstein conden-

sates // Phys. Rev. B. {{ 2018. {{ Vol. 98. {{ P. 201405.

[A9] Kovalev V. M., Savenko I. G. Paramagnetic resonance in spin-polarized disordered Bose-

Einstein condensates // Sci. Rep. {{ 2017. {{ Vol. 7. {{ P. 2076.

[A10] Quantum treatment of the Bose-Einstein condensation in nonequilibrium systems /

H. Flayac, I. G. Savenko, M. M•ott•onen, T. Ala-Nissila // Phys. Rev. B. {{ 2015. {{

Vol. 92. {{ P. 115117.

[A11] Evolution of Temporal Coherence in Con�ned Exciton-Polariton Condensates / M. Klaas,

H. Flayac, M. Amthor et al. // Phys. Rev. Lett. {{ 2018. {{ Vol. 120. {{ P. 017401.

[A12] Coherent Topological Polariton Laser / T. H. Harder, M. Sun, O. A. Egorov et al. //

ACS Photonics. {{ 2021. {{ Vol. 8, no. 5. {{ P. 1377{1384.

[A13] Boev M. V., Kovalev V. M., Savenko I. G. Magnetoplasmon Fano resonance in Bose-

Fermi mixtures // Phys. Rev. B. {{ 2016. {{ Vol. 94. {{ P. 241408.

[A14] Boev M. V., Kovalev V. M., Savenko I. G. Bogolon-mediated electron capture by impu-

rities in hybrid Bose-Fermi systems // Phys. Rev. B. {{ 2018. {{ Vol. 97. {{ P. 165305.

39



[A15] Unconventional Bloch-Gr•uneisen Scattering in Hybrid Bose-Fermi Systems /

K. H. A. Villegas, Meng Sun, V. M. Kovalev, I. G. Savenko // Phys. Rev. Lett. {{

2019. {{ Vol. 123. {{ P. 095301.

[A16] Bogolon-mediated electron scattering in graphene in hybrid Bose-Fermi systems /

Meng Sun, K. H. A. Villegas, V. M. Kovalev, I. G. Savenko // Phys. Rev. B. {{ 2019. {{

Vol. 99. {{ P. 115408.

[A17] Theory of BCS-like bogolon-mediated superconductivity in transition metal dichalco-

genides / Meng Sun, A V Para�lo, K H A Villegas et al. // New J. Phys. {{ 2021. {{

Vol. 23, no. 2. {{ P. 023023.

[A18] Bose{Einstein condensate-mediated superconductivity in graphene / M. Sun,

A. V. Para�lo, K. H. A. Villegas et al. // 2D Materials. {{ 2021. {{ Vol. 8, no. 3. {{ P. 031004.

[A19] Strong-coupling theory of condensate-mediated superconductivity in two-dimensional

materials / M. Sun, A. V. Para�lo, V. M. Kovalev, I. G. Savenko // Phys. Rev. Re-

search. {{ 2021. {{ Vol. 3. {{ P. 033166.

[A20] Shedding light on topological superconductors / K. H. A. Villegas, V. M. Kovalev,

F. V. Kusmartsev, I. G. Savenko // Phys. Rev. B. {{ 2018. {{ Vol. 98. {{ P. 064502.

[A21] Optical Transistor for Ampli�cation of Radiation in a Broadband Terahertz Domain /

K. H. A. Villegas, F. V. Kusmartsev, Y. Luo, I. G. Savenko // Phys. Rev. Lett. {{ 2020. {{

Vol. 124. {{ P. 087701.

[A22] Kovalev V. M., Savenko I. G. Proposal for Plasmon Spectroscopy of Fluctuations in

Low-Dimensional Superconductors // Phys. Rev. Lett. {{ 2020. {{ Vol. 124. {{ P. 207002.

[A23] Kovalev V. M., Sonowal K., Savenko I. G. Coherent photogalvanic e�ect in 
uctuating

superconductors // Phys. Rev. B. {{ 2021. {{ Vol. 103. {{ P. 024513.

[A24] Sonowal K., Kovalev V. M., Savenko I. G. Magnetoplasmon resonance in two-dimensional


uctuating superconductors // New J. Phys. {{ 2021. {{ Vol. 23. {{ P. 093009.

40



Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] The electronic properties of graphene / A. H. Castro Neto, F. Guinea, N. M. R. Peres

et al. // Rev. Mod. Phys. {{ 2009. {{ Vol. 81. {{ P. 109{162.

[2] 2D transition metal dichalcogenides / S. Manzeli, D. Ovchinnikov, D. Pasquier et al. //

Nature Reviews Materials. {{ 2017. {{ Vol. 2, no. 8. {{ P. 17033.

[3] Anomalous Hall e�ect / N. Nagaosa, J. Sinova, S. Onoda et al. // Rev. Mod. Phys. {{

2010. {{ Vol. 82. {{ P. 1539{1592.

[4] Geim Andre K. Nobel Lecture: Random walk to graphene // Rev. Mod. Phys. {{ 2011. {{

Vol. 83. {{ P. 851{862.

[5] Novoselov K. S. Nobel Lecture: Graphene: Materials in the Flatland // Rev. Mod.

Phys. {{ 2011. {{ Vol. 83. {{ P. 837{849.

[6] Emergent phenomena at oxide interfaces / H. Y. Hwang, Y. Iwasa, M. Kawasaki et al. //

Nature Materials. {{ 2012. {{ Vol. 11. {{ P. 103{113.

[7] Two-dimensional semiconductors in the regime of strong light-matter coupling / C. Schnei-

der, M. M. Glazov, T. Korn et al. // Nature Commun. {{ 2018. {{ Vol. 9, no. 1. {{ P. 2695.

[8] Liew T.C.H., Shelykh I.A., Malpuech G. Polaritonic devices // Physica E: Low-dimensional

Systems and Nanostructures. {{ 2011. {{ Vol. 43, no. 9. {{ P. 1543{1568.

[9] Mermin N. D., Wagner H. Absence of Ferromagnetism or Antiferromagnetism in One- or

Two-Dimensional Isotropic Heisenberg Models // Phys. Rev. Lett. {{ 1966. {{ Vol. 17. {{

P. 1133{1136.

[10] Bose{Einstein condensation of exciton polaritons / J. Kasprzak, M. Richard, S. Kunder-

mann et al. // Nature (London). {{ 2006. {{ Vol. 443. {{ P. 409{414.

[11] Localization and delocalization of light in photonic Moir�e lattices / P. Wang, Y. Zheng,

X. Chen et al. // Nature (London). {{ 2020. {{ Vol. 577. {{ P. 42{46.

[12] The valley Hall e�ect in MoS2 transistors / K. F. Mak, K. L. McGill, J. Park,

P. L. McEuen // Science. {{ 2014. {{ Vol. 344, no. 6191. {{ P. 1489{1492.

[13] Arseev P. I. On the nonequilibrium diagram technique: derivation, some features and

applications // Phys. Usp. {{ 2015. {{ Vol. 58, no. 12. {{ P. 1159{1205.

[14] Mahan G. D. Many-Particle Physics. {{ Plenum Press, New York, 1990.

[15] Anomalous Hall e�ect in a two-dimensional Dirac band: The link between the Kubo-Streda

formula and the semiclassical Boltzmann equation approach / N. A. Sinitsyn, A. H. Mac-

Donald, T. Jungwirth et al. // Phys. Rev. B. {{ 2007. {{ Vol. 75. {{ P. 045315.

41



[16] Anomalous Hall e�ect with massive Dirac fermions / I. A. Ado, I. A. Dmitriev, P. M. Os-

trovsky, M. Titov // Europhys. Lett. {{ 2015. {{ Vol. 111. {{ P. 37004.

[17] Sensitivity of the anomalous Hall e�ect to disorder correlations / I. A. Ado, I. A. Dmitriev,

P. M. Ostrovsky, M. Titov // Phys. Rev. B. {{ 2017. {{ Vol. 96. {{ P. 235148.

[18] Glazov M. M., Golub L. E. Valley Hall e�ect caused by the phonon and photon drag //

Phys. Rev. B. {{ 2020. {{ Vol. 102. {{ P. 155302.

[19] Sinitsyn N. A. Semiclassical theories of the anomalous Hall e�ect // J. Phys: Cond.

Matt. {{ 2007. {{ Vol. 20, no. 2. {{ P. 023201.

[20] Yao W., Niu Q. Berry Phase E�ect on the Exciton Transport and on the Exciton Bose-

Einstein Condensate // Phys. Rev. Lett. {{ 2008. {{ Vol. 101. {{ P. 106401.

[21] Kittel C. Quantum theory of solid states. {{ Wiley, New York, 2004.

[22] Berry curvature of interacting bosons in a honeycomb lattice / Y. Li, P. Sengupta,

G. G. Batrouni et al. // Phys. Rev. A. {{ 2015. {{ Vol. 92. {{ P. 043605.

[23] Patucha K., Grygiel B., Zaleski T. A. Hall e�ect for interacting bosons in a lattice // Phys.

Rev. B. {{ 2018. {{ Vol. 97. {{ P. 214522.

[24] Senthil T., Levin M. Integer Quantum Hall E�ect for Bosons // Phys. Rev. Lett. {{

2013. {{ Vol. 110. {{ P. 046801.

[25] Landau L. D., Lifshitz E. M. Statistical Physics, Part 2 in the Course of Theoretical

Physics, Vol. 9 / Ed. by E. M. Lifshitz, L. P. Pitaevskii. {{ Pergamon Press, Oxford, New

York, 2015.

[26] Giorgini S. Damping in dilute Bose gases: A mean-�eld approach // Phys. Rev. A. {{

1998. {{ Vol. 57. {{ P. 2949{2957.

[27] Boev M. V., Chaplik A. V., Kovalev V. M. Interaction of Rayleigh waves with 2D dipolar

exciton gas: impact of Bose-Einstein condensation // J. Phys. D: Appl. Phys. {{ 2017. {{

Vol. 50, no. 48. {{ P. 484002.

[28] Shelykh I. A., Kavokin A. V., Malpuech G. Spin dynamics of exciton polaritons in micro-

cavities // Phys. Stat. Solidi (b). {{ 2005. {{ Vol. 242, no. 11. {{ P. 2271{2289.

[29] Polarization and Propagation of Polariton Condensates / I. A. Shelykh, Yuri G. Rubo,

G. Malpuech et al. // Phys. Rev. Lett. {{ 2006. {{ Vol. 97. {{ P. 066402.

[30] Dum R., Zoller P., Ritsch H. Monte Carlo simulation of the atomic master equation for

spontaneous emission // Phys. Rev. A. {{ 1992. {{ Vol. 45. {{ P. 4879{4887.

[31] Schwendimann P., Quattropani A. Statistics of the polariton condensate // Phys. Rev.

B. {{ 2008. {{ Vol. 77. {{ P. 085317.
42



[32] Chaplik A. V., Krasheninnikov M. V. Two-dimensional plasmons (2DP) and acoustic waves

in crystals // Surface Science. {{ 1980. {{ Vol. 98, no. 1. {{ P. 533{552.

[33] Ziman J. M. Electrons and Phonons: The Theory of Transport Phenomena in Solids. {{

Oxford University Press, 2001.

[34] Zaitsev R. O. Introduction to modern kinetic theory. {{ URSS editorial, 2014. {{

ISBN: 5396006110.

[35] Bagnato V., Kleppner D. Bose-Einstein condensation in low-dimensional traps // Phys.

Rev. A. {{ 1991. {{ Vol. 44. {{ P. 7439{7441.

[36] Kawamura T., Das Sarma S. Phonon-scattering-limited electron mobilities in

Al x Ga1� x As/GaAs heterojunctions // Phys. Rev. B. {{ 1992. {{ Vol. 45. {{ P. 3612{3627.

[37] Butov L. V. Exciton condensation in coupled quantum wells // Solid State Commun. {{

2003. {{ Vol. 127, no. 2. {{ P. 89{98.

[38] Laussy F. P., Kavokin A. V., Shelykh I. A. Exciton-Polariton Mediated Superconductiv-

ity // Phys. Rev. Lett. {{ 2010. {{ Vol. 104. {{ P. 106402.

[39] Einenkel M., Efetov K. B. Possibility of superconductivity due to electron-phonon inter-

action in graphene // Phys. Rev. B. {{ 2011. {{ Vol. 84. {{ P. 214508.

[40] Margine E. R., Giustino F. Anisotropic Migdal-Eliashberg theory using Wannier func-

tions // Phys. Rev. B. {{ 2013. {{ Vol. 87. {{ P. 024505.

[41] Allen P. B., Mitrovic B. Theory of SuperconductingTc / Ed. by H. Ehrenreich, F. Seitz,

D. Turnbull. {{ Academic Press, 1983. {{ Vol. 37 of Solid State Phys. {{ P. 1{92.

[42] Arseev P. I., Loiko S. O., Fedorov N. K. Theory of gauge-invariant response of supercon-

ductors to an external electromagnetic �eld // Phys. Usp. {{ 2006. {{ Vol. 49, no. 1. {{

P. 1.

[43] Vitlina R. Z., Chaplik A. V. New branch of intersubband plasmons in a nonequilibrium

two-layer system // JETP Lett. {{ 2005. {{ Vol. 81, no. 12. {{ P. 621{624.

[44] Larkin A., Varlamov A. Theory of Fluctuations in Superconductors. {{ Oxford University

Press, 2009.

[45] Ivchenko E. L. Photoinduced currents in graphene and carbon nanotubes // Phys. Stat.

Solidi (b). {{ 2012. {{ Vol. 249, no. 12. {{ P. 2538{2543.

[46] Aronov A. G., Hikami S., Larkin A. I. Gauge invariance and transport properties in su-

perconductors aboveTc // Phys. Rev. B. {{ 1995. {{ Vol. 51. {{ P. 3880{3885.

43


	Публикации автора по теме диссертации
	Список литературы

